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PREFÁCIO 


Este livro baseia-se nos cursos de Cáleulo ministrados aos alunos da Escola Politécnica 
a USP, do Instituto de Matemática e Estatística da USP e do Instituto de Ensino de Enge- 
nharia Paulista — IEEP. 

Os assuntos abordados neste volume são os de limite, derivada e integral de funções de 
uma variável real. 

O curso é desenvolvido de forma que os conceitos e teoremas apresentados venham, sempre 
que possível, acompanhados de uma motivação ou interpretação geométrica ou física. As de- 
monstracóes de alguns teoremas ou foram deixadas para o final da seção ou colocadas em apén- 
lice, o que significa que o leitor poderá, numa primeira leitura, omiti-las, se assim o desejar. 
Muitos problemas que ocorrem muito cedo na Física requerem, para suas resolugóes, o conhe- 
cimento de equações diferenciais; por este motivo, é importante que o aluno entre em contato com 
elas o mais rápido possível. Neste volume, no Cap. 14, estudamos as equações diferenciais ordi- 
nárias de 1.º ordem, de variáveis separáveis, e as lineares de 1.º ordem. Deixamos para o início 
o Vol. 2 o estudo das equações diferenciais lineares de 2.º ordem com coeficientes constantes. 
Outros tipos de equações diferenciais serão estudados ao longo dos Vols. 2, 3 e 4. 

Para atender ao curso de Física, talvez haja necessidade de o professor ter que antecipar 
o estudo das integrais, se este for o caso, sugerimos deixar o capítulo sobre o estudo das 
variações das funções (Cap. 9) para ser estudado após o Cap. 14. 

Quanto aos exemplos e exercícios, pensamos tê-los colocado em número suficiente para 
a compreensão da matéria. Procuramos dispor os exercícios em ordem crescente de dificul- 
dade. Existem exercícios que apresentam certas sutilezas e que requerem, para suas resolu- 
ções, um maior domínio do assunto; deste modo, não se aborreça caso não consiga resolver 
alguns deles: tudo que você terá que fazer, nestas horas, é seguir em frente e retornar a eles 
quando se sentir mais senhor de si. Coloco-me à disposição para quaisquer esclarecimentos 
ou troca de idéias, tanto pessoalmente quanto por carta, aos cuidados da Editora. Ficaria, 
ainda, muito feliz em receber sugestões ou críticas visando a um aprimoramento do texto. 

Observamos que o 2.º Teorema Fundamental do Cálculo bem como as integrais impró- 
prias serão vistos no Vol. 2. 

Na 4." edição, foram incluídos dois capítulos: um, atual Cap. 13 e que antes fazia parte 
do Vol. 2. sobre aplicações das integrais ao cálculo de volumes de sólidos de revolução, de 
áreas de superfícies de revolução, de comprimentos de curvas, de áreas e comprimentos de 
curvas em coordenadas polares c de centros de massa; e outro, novo (Cap. 17), sobre 
Arquimedes, Pascal, Fermat e o cálculo de áreas. Três novas seções, sobre integração de 
funções trigonométricas, foram acrescentadas ao Cap. 12. A Seção 12.9 (exercícios do ca- 
pítulo) da edição anterior foi eliminada e os exercícios distribuídos pelas seções do capí- 
tulo. A Seção 1.8 (Princípio de Indução Finita) da edição anterior foi, também, eliminada e 
parte dela deslocada para a Seção 17.2, 

Nesta 5.º edição foram feitas uma revisão meticulosa do texto e correções de algumas 
falhas gráficas relacionadas ao texto e às figuras. 

, Não poderíamos deixar de agradecer, pela cuidadosa leitura do manuscrito, às colegas 
Elvia Mureb Sallum e Zara Issa Abud. É ainda com satisfação que agradeço ao colega Nel- 
son Achcar pelas sugestões e comentários que muito contribuíram para o aprimoramento 

das apostilas precursoras deste livro. Finalmente, agradecemos à Editora LTC pelo exce- 
lente trabalho gráfico e pela forma cordial com que sempre nos tratou. 


Hamilton Luiz Guidorizzi 
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NÚMEROS REAIS 


O objetivo deste capítulo é a apresentação das principais propriedades dos números re- 
ais. Não nos preocuparemos aqui com a definição de número real, que é deixada para o 
Apêndice 6. No que segue, admitiremos a familiaridade do leitor com as propriedades dos 
números naturais, inteiros e racionais. Mesmo admitindo tal familiaridade, gostaríamos de 
falar rapidamente sobre os números racionais. É o que faremos a seguir. 


1.1. OS NÚMEROS RACIONAIS 


a 
Os números racionais são os números da forma » sendo a e binteiros e b + 0; o con- 
junto dos números racionais é indicado por Q, assim: 


Q= (тав є 7.00) 


onde Z indica o conjunto dos números inteiros: 
E Loss Iv 2 1:253, 
Indicamos, ainda, por N o conjunto dos números naturais: 
N=(0,1,2,3,...). 


Observamos que N é subconjunto de Z, que, por sua vez, é subconjunto de Q; isto é, 
todo número natural é também número inteiro, e todo inteiro é também número racional. 


OE ул А “МО : КЕЛИ Я 
Sejam > e E dois racionais quaisquer. А soma e o produto destes racionais sáo obtidos 


da seguinte forma: 


ас ad + bc 
b d ba 
a c ac 
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К A operação que a cada par de números racionais associa a sua soma denomina-se adi- 
ção, € a que associa o produto denomina-se multiplicação. 


4 А а А "n 
O número racional — se diz positivo sea - b E N;sea:b € Nea +0, então = se diz 
estritamente positivo. Í 

Sejam res dois racionais; dizemos que r é estritamente menor que s (ou que s é estrita- 
mente maior que r) e escrevemos r < s (respectivamente s > 7) se existe um racional t es- 
tritamente positivo tal que s = r + t. A notação r = s (leia: r menor ou igual a s ou simples- 
mente r menor que 5) é usada para indicar a afirmação “r < s ou r = s”. A notação r = s 
(leia: r maior ou igual a s ou simplesmente ғ maior que s) é equivalente a s < r. Observe 
que r positivo equivale a r = 0. Se r =< 0, dizemos que r é negativo. 

A quádrupla (Q, +, -, <) satisfaz as seguintes propriedades (x, y, z são racionais quaisquer): 


Associativa 


(AD к+уу+т=х+(у+@ (MD Gy) z = x (уд) 


Comutativa 
(A2) x+y=y+x (M2) ху = yx 
Existéncia de elemento neutro 
(АЗ) х+0 = х (М3)х-1гх (1%0) 


Existéncia de oposto 


(A4) Para todo racional x existe um único racional y tal que x + y = 0. Tal y denomina-se 
oposto de x e indica-se por —x. Assim, x + (—x) = 0. 


Existéncia de inverso 


(М4) Para todo racional х + 0 existe um único racional y tal que x - y = 1. Tal y denomina- 


1 1 š Е 
ou —. Assim, x x = 1, 
x 


se inverso de x e indica-se por x ` 


Distributiva da multiplicação em relação à adição 
(D) xy + 2) = xy + xz. 
Reflexiva 
(01) Xx < x. 
Anti-simétrica 
(O2) х<у е ySx>Dr=y 
(leia-se: se x < y e y = x, então x = you x= yeys ximplica x = y). 
Transitiva 
(03) х=уе -PSEZ2ASEZ 
Quaisquer que sejam os racionais x e y 


(04) х=у ou yx 
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Compatibilidade da ordem com a adição 


(OA) x<y> x+2Sy+z 


(Somando-se a ambos os membros de uma desigualdade um mesmo número, o senti- 
do da desigualdade se mantém.) 


Compatibilidade da ordem com a multiplicação 


(OM) х=у e 'Osz = xyz 


(Multiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade por um mesmo número 
positivo, o sentido da desigualdade se mantém.) 


Observação. Seja K um conjunto qualquer com pelo menos dois elementos e suponhamos 
que em [К estejam definidas duas operações indicadas por + e -; se a terna (K, +, +) satisfizer 
as propriedades (А І) a (44), (MI) a (M4) e (D), diremos que (IX, +, +) é um corpo. Se, além 
disso, em K estiver definida uma relação (x) de modo que a quádrupla (К, +,-, =) satisfaça 
todas as 15 propriedades anteriormente listadas, então diremos que (K, +, -, =) é um corpo 
ordenado. Segue que (Q, +, -, <) é um corpo ordenado; entretanto, (Z, +,*, =) não é corpo 
ordenado, pois (M4) náo se verifica. 

Os números racionais podem ser representados geometricamente por pontos de uma reta. 
Para isto, escolhem-se dois pontos distintos da mesma, um representando o 0 e o outro o 1. 
Tomando-se o segmento de extremidades 0 e 1 como unidade de medida, marcam-se os 
representantes dos demais números racionais. 


E 
4 
7 | B 
e, 
-3 -2 1 011 2 3 4 585 6 


Se o ponto P for o representante do número racional r, diremos que r é a abscissa de P. 


Na figura anterior, 1 é a abscissa de A; 5 é a abscissa de B. 


Todo número racional r é abscissa de um ponto da reta; entretanto, nem todo ponto da 
reta tem abscissa racional. Antes de construir um ponto da reta que nào tem abscissa racio- 
nal, vejamos os seguintes exemplos. 


EXEMPLO 1. Seja a um número inteiro. Prove: (i) se a for ímpar, então а? também será 
ímpar; (ii) se a? for par, então a também será par. 
Solução 
(1) Como a é ímpar, a é da forma a = 2k + 1, k inteiro. Então: 
d = (2k + 12 = 4K + 4k + 1 = (2K? + 2k) + 1; 
como 22 + 2k é inteiro, resulta а? ímpar. 


(ii) Por hipótese, а? é par; se a fosse ímpar, por (i), teríamos а? também ímpar, que contra- 
ria a hipótese. Assim, 


a? раг > a par. ГЫ 
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EXEMPLO 2. A equação x? = 2 não admite solução em Q. 


Solução 


2 
De fato, suponhamos, por absurdo, que exista uma fração irredutível u talque (2) =2; 


entáo: 


= 2 >a? = 2b2 > a? par > a par; 


sendo a par, será da forma a = 2p, p inteiro; 


a? = 2р2 22232 2212 
Е Е 2р > 2р? = b. 
а 
Assim, b? 6 par e, portanto, b também o é; sendo a e b pares, a fração ; é redutível, 
contradigáo. и 


Vejamos, agora, como construir um ponto da reta que náo tenha abscissa racional. 


(P é a intersecção do eixo x 
com a circunferência de 
centro O e raio 4.) 


0 1 Р х 


Pelo teorema de Pitágoras, 2-12-12-2 (veja figura anterior); assim a abscissa de 
P deveria ser d que náo é número racional (Exemplo 2). 

Admitiremos que todo ponto da reta tem uma abscissa x: se x náo for racional, diremos 
que x é irracional. O conjunto formado por todos os números racionais e irracionais é o 
conjunto dos números reais que será indicado por R. 


1.2. Os NÚMEROS REAIS 


Como dissemos na seção anterior, o conjunto dos números reais será indicado por R. R 
contém Q, isto é, todo número racional é um número real. Os números reais que não são 
racionais denominam-se irracionais. 

Em R estão definidas duas operações, adição (+) e multiplicação (-) e uma relação (x). 
A adição associa a cada par (x, y) de números reais um único número real indicado porx + y, 
a multiplicação, um único real indicado por x - y. As operações de adição e multiplicação 
definidas em R, quando restritas a ©, coincidem com as operações de adição e de multipli- 
cação de Q; o mesmo acontece com a relação (=). 

Admitiremos que a quádrupla (R, +, -, <) é um corpo ordenado, isto é, satisfaz todas as 
15 propriedades listadas na seção anterior: (A1) a (A4), (M1) a (М4), (D), (01) а (04), (OA) 
e (OM). Reveja tais propriedades. 

Os exemplos que damos a seguir mostram como obter outras propriedades a partir das já 
mencionadas. 
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EXEMPLO 1. Quaisquer que sejam os reais x, y, 2, w 


х=у 


ЕД рэхжахужы, 


(Somando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido, obtém-se outra de mes- 
mo sentido.) 


Solução 
Pela (OA) 


XSYy>xF+F2Sy+Z 
z=w= y+z=sy+w. 


Pela transitiva (O3) 


+25 y+z = x+z=<y+w. 
y+tz =< ути i 


Portanto, 


* jte и 
1 w 


RA 


Como observamos anteriormente, a adição associa a cada par de números reais um único 
número real; assim, sex = ye z = w, entào x + z = y + w; em particular, se x = y, então 
х+ = y + z para todo z, o que significa que, somando a ambos os membros de uma igual- 
dade um mesmo número, a igualdade se mantém. 

EXEMPLO 2. (Lei do cancelamento.) Quaisquer que sejam os reais x, y, z 
xtz—-cytz ә xy 
Solução 
Somando-se —z a ambos os membros da igualdade x + z = y + z, vem: 
a + 2) + (—2) = (y + 2) + (—2). 
Pela associativa (А1), 


x+ [z + (—2)] = y + [z + (2). 


x+0=y+0 


ou seja, 
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Assim, 


A ш 


EXEMPLO 3. Quaisquer que sejarn os reais x, y, z, w 


0=<x=< 
O=¿=< тъ = xz = yw. 


(Multiplicando-se membro a membro desigualdades de mesmo sentido e de números posi- 


tivos, obtém-se desigualdade de mesmo sentido.) 


Solugáo 


0«хку 29) хїч» (03) 
0=2=<w ¿<= yw] ? «уи. ч 


Vamos, agora, fazer uma lista de outras propriedades dos reais que podem ser obtidas 
das 15 anteriormente listadas e que nos serão úteis no decorrer do curso. 


Quaisquer que sejam os reais х, у, 2, w, tem-se: 
a)x<y бэх уг 

b)z>0 1:710. 

c)z>0 & —z<0. 


d)sez>0,x<y €> xz < yz. 
e)sez<0,x<y €> xz > yz. 


(Muttiplicando-se ambos os membros de uma desigualdade por um mesmo número negati- 
vo, o sentido da desigualdade muda.) 


Ш DEX<y 
боку f => xz < yw. 


00«х«ус «4141 


y x 
h) (Tricotomia.) Uma e somente uma das condições abaixo se verifica: 
х<уоих = youx> y. 
9) (Anulamento do produto.) 
xy -0 © x=0ouy= 0. 

(Um produto é nulo se e somente se um dos fatores for nulo.) 
EXEMPLO 4. Suponha x > 0e y > 0. Prove: 
а)х<у = x2 < у?, 


b) x=y > x2 уд, 
с) х<у e x < y? 
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Solução 
a 0<х<7у| 4 22 < y?. (Veja item f do Exemplo 3.) 
ё о=х<у 


сё. ша 
Ч мн x < y = < у”. Suponhamos, agora x? < y^; se tivéssemos x > y, por (b) 
c ; 


2 n 
teríamos х» y, contradigáo. Assim, х2 < y^ =x < y. Fica provado, deste modo, que 
quaisquer que sejam os reais x = 0 e y > 0 


х<у ex «y. ы 


EXEMPLO 5. Resolva a inequagáo 


Sx+3<2x+ 7. 
Solução 
5х+3<2х+7 ө 5x «23 +4 

€ 3x<4 

Е 4 
x< =. 

RERS 

Assim, d €RIx« ii é o conjunto das soluções da inequação dada. в 
Ë 3 


EXEMPLO 6. Estude o sinal da expressáo x — 3. 
Solugáo 
x-3>0 O хо3 х-3=0 o x=3 x-3<0 6 x< 3. 


Assim, x — 3 > 0 para x > 3; x — 3 < 0 para x < 3 e x — 3 = (рагах = 3. Esta discus- 
sáo será representada da seguinte forma: 
= 0 + 
1-3 — ê и 


I x+3 
EXEMPLO 7. Estude o sinal de : 


х-2 


Solução 


СЭН? == 0 + + 
-2 —zz———. 
x—2 2 
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Para x < -3,x+3<0ex-= 2 <0, logo, iro > 0. 
-2 
pP . 22053 
Рага 3<1<2,1+3>0ex-—2<0, daí, < 0. 
3:72 
P. >2 = x+3 
ara x x + 3 > 0ex — 2 > 0, logo, > 0. 
Xo. 
х+3 
Para x = —3, — = 0; para x = 2, а expressáo шаг : n&o está definida. 
x43 + 0 = 3 + 
—_— T I... 
pa -3 2 
(3 = não existe.) 
Conclusão 
A LS 
220 рагах ou x > 2; 
raa «0 3« 
pue para x«2; 
+3 
2 = 0 para x = —3. 
XGA 
EXEMPLO 8. Resolva a inequacáo zi E <0. 
de 
Solugáo 
Inicialmente, estudaremos o sinal de Ци Г 
a 
_ 0 + + + 


2x+ 1 —— D° — Tn 


Ж ET 0 * 
х-4 — — J Ü — -- O 
4 
2х+1 Í 0 So Өй оф 
— TIN s,VJrM M 
x—4 E , 
2 


1 1 
Assim, Ë: €RI p <х< 4) é o conjunto das soluções da inequagáo dada. 
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EXEMPLO 9. Resolva a inequação => > 5. 
x 


Solução 
3х-1. 3v 14 ED 2), 
х+2 x+2 x+2 
3х 1-55-10. 0 
х+2 | 
25-1. 
x+2 


Multiplicando por —1 ambos os membros da última desigualdade, resulta: 


2x+11 
x+2 


=< 


= 0 + + 
2a 1] >> +» 


2 
< == 0 e 
X 2 —————————— 
=2 
+ + 
2х +11 2 
x+2 
E: 
2 
Assim, 211 <0 e cd = x < —2.Logo, («er | -у=я<-2 é o con- 
x+2 2 2 


junto das soluções da inequação dada. 


CUIDADO! 


3x —1 


= 5 não é equivalente a 3x — 1 2 5 (x + 2)!! 
x+2 


A equivalência será verdadeira para x > —2, pois, x > -2 > x + 2 > 0; multipli- 
cando, então, ambos os membros da desigualdade por x + 2, o sentido se manterá; assim, 
рага х > —2, 


Holas S 3x 125(142). 
x+2 


10 Um Curso de Cálculo — Vol. 1 


Por outro lado, para x < —2, 


2 (205 e 3х-1 “© 5(х +2). (Por que?) 


Exercícios 1.2 


1. Resolva a inequação. 


а)3х+3<х+6 bx-3>3x+1 


dx+3=6x-2 e) 1-3x>0 А 2х +12 3х 
2. Estude o sinal da expressão. 
а)3х-1 5)3-х 
с)2-3х 4)5х 41 
2-1 
e 2 № Qx * DG 2) 
= 
2 — 3х 2-х 
h 
2 x2 rm 
0) (2х - DG — 2x) j) xx — 3) 
D x (x = Dx +3) m) (x — Da + x)(2 — Зх) 
mag? + 3) о) (2x — Do? + D 


р) ax + b, onde ае b são reais dados, com a > 0. 
4) ax + b, onde a < 0 e b são dois reais dados. 


3. Resolva a inequacáo. 


а)25-1 са ВЭ 
x+1 gue 
жа 

с) >0 d)Qx- DG + 3) < 0 
3x +1 
3 —2 

2) < Эхбх-1)»0 
2-х 

DA—D+2>0 P Recio oy 

acu 

D <3 em as 
2x —3 l 2-х 


дх0х-1їх-1)»0 т) (2х – 1)(х – 3) > 0 


-3 
mOr—3MÉ+D<O0 O Z= «0 
x +1 


4. Divida x? — а рогх — a e conclua que х = a = (х - а) (2 +ax+ a. 
5. Verifique as identidades. 


ar = а? = G — а(х + a) 
Бх а = G — ао? + ах + а?) 


ox*- а —(x— a) +a2 + ax + a?) 


с)2х— 12 Sr + 3 
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ç 3 4 

4) — aŠ = к— а + ах? + а? + ах + а) 2 1 
; Ф 2-3 n-2 "= 

ox! - d! = (x — a loa Pra qat 


onde n + 0 é um natural. 


6. Simplifique. 


b) 
d) X 
1 1 
e) x n 
Ec 
КЛ eE 
"EXE hx p 
жез х-р 
1 1 
E ИЕЛ 4 
Di TL Э 
x—p 
1 1 
x+ hy? = x? x+h ў 
» f т) xth x 
h h 
3 +)? —(х—)? 
i (x hy — x 9 (х ) : 
h 
«7. Resolva a inequagáo. 
ах -4>0 bx -1<0 
2 
ox »4 дух? > 1 
2-4 
х2-9 х >0 
бнр Эга 
2 
Da- 002-4) «0 в) 3? > 48 


S 2 4 " 
D x < ?, onde r > 0 é um real dado. J x^ = к^, onde r > 0 é um real dado. 
8. Considere o polinômio do 2.º grau ах? + bx + c, onde a + 0, b е c são reais dados. 


a) Verifique que 


b 2 
ЕЕ = 


2 
4а 


B | onde А = b? — 4ac. 
2a 


11 
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b) Conclua de (a) que, se A = 0, as raízes de ax? + bx + c são dadas pela fórmula 


-b + VA 
жле TM 
2а 
E Spa 
с) Sejam хү MEETS х2 m (A > 0) as raízes de ax” + bx + с. Verifique que 
а 2а 
b 
Xx +x=-—8e X1X2 =£, 
a a 


ç ЖОН; 5 2 2 : 
9. Considere o polinômio do 2? grau ах” + bx + ce sejam Хү e x, como no item (с) do Exercício. 


Verifique que 


ах? + bx + с = aix — x) — ху). 


10. Utilizando o Exercício 9, fatore о polinómio do 2.° grau dado. 


а) - 3342 bé-x-2 
да - +1 dx- 6x + 9 
e) 2x? 3 PA —3x +1 
gu 25 mad +х—2 
йа? —9 р 202 — sx 


11. Resolva a inequação. 
ах? -3х+2<0 Бу – 5х +6 >> 0 
Ox -3x»0 dj-9«0 
ex -x-220 B3 +x—2>0 
2-4 +4>0 3⁄2 — x< 0 
DA —Ax 1 «0 DA? —4r+1<0 
12. Considere o polinômio do 2.º grau ax) + bx + ce suponha Á < 0. Utilizando o item (a) do 
Exercício 8, prove: I 


: 2 
a) se a > 0, então ax” + bx + c > 0 para todo x. 
b) se а < 0, então ах? + bx + c < 0 para todo x. 


13. Resolva a inequação. 
а}? 4320 Бух? +x+12>0 
co) +х+1&<0 42-50 
00-30245)»0 PED +х+1)<0 
g) xG? + 1) 50 A) - 02 + 2x -2)«0 


ns lcd 
————— 20 
x? +1 ва +1 
14. Prove: 
5х +3 


25 © 5х+3>5(х?2 
“от х 5(х2 +1) 
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15. A afirmação: 


x +х+1 
———— > 
Жез 


é falsa ou verdadeira? Justifique. 


“para todo x real, x + 2, 3 ә хё+х+1>3(х—2)” 


16. Suponha que Р(х) = ау” + ax ES аһ — | x + a, seja um polinômio de grau n, 
com coeficientes inteiros, isto é, ay = 0, a], бо, ..., a, São números inteiros. Seja а um 
número inteiro. Prove que se a for raiz de Р(х), então a será um divisor do termo indepen- 


dente 2. 


17. Utilizando o Exercício 16, determine, caso existam, as raízes inteiras da equação. 
а) +202 +х-4=0 b - 2 +х+14=0 сухі – 3 ey +3х=2 
Q$20-60-1-20 ox + -х-14-0 ра? + 3х2 -4c- 12-0 
18. Seja Р(х) um polinómio de grau п. Prove: 
a é raiz de Р(х) => Р(х) é divisível por x — a. 


(Sugestáo: dividindo-se P (x) por x — a, obtém-se um quociente Q (x) e um resto R, R constante, 


tal que P (x) = (х— a) Q (Q) + R. 


19. Fatore o polinómio dado. 
a) Бх -x-2 
De + З - ax — 12 


Бух —3х% +2 +3х-—2 об + 2⁄2 — 3х 
дд +62 + 1x6 53-1 


20. Resolva a inequação. 
a) -120 Бх +62 + 11х+6<0 
ox + 3⁄2 — 40 — 122 0 ау? +2х°-3х<0 


21. A afirmagáo: 

“quaisquer que sejam os reaisxey,x<y €» x < y> 
é falsa ou verdadeira? Justifique. 

22. Prove que quaisquer que sejam os reais хе y, x < y €» É < y. 

23. Neste exercício vocé deverá admitir como conhecidas apenas as propriedades (A1) a (A4), (MI) 
a (M4), (D), (01) a (04), (OA) e (OM). Supondo x. y reais quaisquer, prove: 
а)х'0 = 0. 

Б) (Regra dos sinais) 
ENYA) —xy; Cx) (3) = xy 

с) х» 0. 

4)1-0. 

e)x»0 exl»9 

f) (Anulamento do produto) 
xy=00x=00uy=0. 

g) ¿= y: х= youx= -y 

h) Sex = 0еу2 0, = y Sx=y. 
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1.3. MÓDULO DE UM NÚMERO REAL 


Seja x um número real; definimos o módulo (ou valor absoluto) de x por: 


lxl=) x se x> 0 
=x se x <0. 


De acordo coma definição acima, para todo x, | x | > O, isto é, o módulo de um número 
real é sempre positivo. 


EXEMPLO 1. 
а)\51=5. bi-312 —(-3)=3, . 
EXEMPLO 2. Mostre que, para todo x real, 

Ix = Z. 


Solução 


Sex 20.Ixl o xedaílxi? = х2, 
Sex<0,lxl==xedaflx?=(=1? = y, 


Assim, para todo x real, | х P= x. 


Lembrando que Va indica a raiz quadrada positiva de a (a > 0), segue do exemplo an- 
terior que, para todo x real, 


Nx? =x] " 
EXEMPLO 3. Suponha a > 0. Resolva a equação 
lxl =a. 
Solução 
ComolxIz0ea 0, 
Ix] =a e Ix = а, 

Mas x = х?, assim 

lxl=a сэх = 22 © (х—а)(х+а)=0 < r= аоих= a. 


Portanto, 


Ix] =a @ x= aoux= -a. " 
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EXEMPLO 4. Resolva a equação | 2x + 11= 3. 


Solução 
2x+1=3 x=1 
12х--11-3 © ou e ou 
2x+1=-3 x=-2 
Assim, 
i2x - 11=3 x= loux= -2. = 


j is nú 1 1 Definimos a distância de x a y por! x — yl. 
Sejam x e y dois números reais quaisquer. р 
id. P e Q os pontos do eixo Ох de abscissas x e y, e u o segmento de extremidades Ое 1, 
Ix — yl é a medida, com unidade и, do segmento PQ. 


— P Q 
— n ÓP  — n - —— 
0 1 x y 
Ре 1х1 = Ix — 01, segue que | x | é a distância de x a 0. 


Seja r > 0; o próximo exemplo nos diz que a distáncia de x a 0 é menor que r se, e so- 
mente se, x estiver compreendido entre —r e r. 


EXEMPLO 5. Suponha r > 0. Mostre que 


lxl<re -r<x<r. 


Solução 
ixIcr e 1х «p © x < 
mas, 
хар < x-nDnx-D)nx0e-rzxcr. 
Portanto, 


{х|<ге -г« x< r. и 
EXEMPLO 6. Resolva a inequação | x | < 3. 
Solução 


Pelo Exercício 5, 


1х1<3 O -3«x«3. " 


EXEMPLO 7. Elimine o módulo em 
Ix—pl<r(r> 0). 
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Solução 
Ix-plere-rex-p&rep-r«x«per. 
Assim, 


Ix=pl<rep=r<x1i<p+r. 


(A distância de x a р é estritamente menor 
compreendido entre p — rep + r.) 


EXEMPLO 8. Mostre que quaisquer que sejam os reais x e y 
lxyl=xilyl. 
(O módulo de um produto é igual ao produto dos módulos dos fatores.) 
Solução 
Ly P = oy = y = Iy Ë I yÉ = (xy h? 
Comolxylz Oelxil yl z 0 resulta 
Ixy lo Exllyl. 
Antes de passarmos ao próximo exemplo, observamos que, para todo x real, 
xixle =x lx l, (Verifique.) 
EXEMPLO 9. (Desigualdade triangular.) Quaisquer que sejam os reais x e y 
Ix t yls&ixiciyl 
(O módulo de uma soma é menor ou igual à soma dos módulos das parcelas.) 
Solução 


Sex+y>0,lx+yl=x+y=<lxl+lyl 
Sex ty «Olx cyle (к + у) = ху іу 


Assim, quaisquer que sejam os reais хе y. 
Ix t ylsixi-lyl 


EXEMPLO 10. Elimine o módulo em! x — 11+1x + 21. 


Solução 
z E 0 + 
x — 1 ————————— 
1 
E 0 + + 


que r se, e somente se, x estiver estritamente 


Exercícios 1.3 
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Parax < —2,x — l < Oex 2 « 0, assim 
Їх-11-1х421--0-1)-(542)--2х-1. 
Para —2 < x < 1,x — 1 < 0e x + 2 z 0, assim 
{х—11!+1х+21=—(х—1)+(х+2)=3. 
Рага х 2 l,x— 1 z 0 ë x + 2 z 0, assim 


Їх-1141Хх4215(01-1) + (x +2) = 2x+ L 


Conclusao 


-2Х-01 sex<—2 
Ix—l+ix+2=4 3 se-2«x«l 


2x+1 зех] 
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1. Elimine o módulo. 


= —al,a> 0 
1-51-1-21 5)1-5-81 l-al, 
шэг e)l-al D12a1— 13а! 
2. Resolva as equações. 
= =1l=1 
ЇЇ 72 Бу\х+11=3 с)12х 
2254 e)2x +31= 0 plal=2+1 
3. Resolva as inequações. 
alxi=1 5)12х-11«3 
1 
с2)13х-11«-2 а 
өлі = 111 іх = 31<4 
gixi3 hix+31>1 
Di2x—31>3 Др12х-11« х 


Dix+11<12x— 1) 
иух-31«2х41 


ю)їх-11-15Х421»х 
о)Їх-2141х-1121 
4, Suponha r > О.Ргоуе: 


lxl>rSx<-rox>r 


5. Elimine o módulo. 


alx+ 11151 
2)12х-1141х-21 


Вуїх-21-1Х 411 
4духїжїЇх-1141х-21 


6. Prove: 
Ix+yl=lxl+Iyi e xyz 0. 
7. Prove: 
ajlx—yl>lxi— Iyl Бух = уу lx] 
Olixl=lyll<Ix-yl 
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1.4. INTERVALOS 


O objetivo desta segáo é destacar certos tipos de subconjuntos de R, os intervalos, que 
seráo bastante úteis durante todo o curso. 

Sejam a e b dois reais, com a < b. Um intervalo em R é um subconjunto de R que tem 
uma das seguintes formas: 


[a,b] = (x€ Rla < x= b) 
Ja,b[ = (x€ Rla < x< b) 
ja, b] = {xE Ria < x= by 
[a,b[ = {xE Rlax«b) 
]-%, а[ = (x € Rix <a) (—% = menos infinito) 
Observação, — não é número, — é apenas um símbolo. 


1-%, а] = (€ Rlx =a) 
la, t| = (x E Rixz a) 
la, +=е[ = (x € RIx a) 
]-9, +> = R. 


Os intervalos Ja, b[, ]-<, a[, Ja, +0[ e ]—, ++] são denominados intervalos abertos; 
[a, b] denomina-se intervalo fechado de extremidades a e b. 


EXEMPLO. Expresse o conjunto (x € RI2x — 3 < x + 1}em notagáo de intervalo. 
Solução 
2x-3<x+lex<4 
Assim, 


KERI2-3<x+1)=]-0, 4[. " 


Exercícios 1.4 


1. Expresse cada um dos conjuntos abaixo em notacáo de intervalo. 
a) (x€ RI4x -3«6x 42) b) (z€ RIIxI<1) 


c) (x€ RII2x -31« 1) ES 


2. Determine r > 0 de modo que ]4 — r, 4 + r[ C 2, 5{. 
(Lembre-se: A C B < А é subconjunto de B.) 


3. Sejam a < b dois reais e p € Ja, Ы. Determine ғ > 0 de modo que lp — r.p + rl C ]а, bl. 


4. Expresse o conjunto das soluções da inequação dada em notação de intervalo. 


a)x! -3x 2 2« 0 ру erts, 
x+3 
2, 2 
ох Fx l >Ü dx -9z«0 
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1.5. PROPRIEDADE DOS INTERVALOS ENCAIXANTES E 


PROPRIEDADE DE ARQUIMEDES 


A seguir destacaremos duas propriedades fundamentais dos números reais e cujas de- 
monstrações serão apresentadas no Apêndice 1. 


Propriedade dos Intervalos Encaixantes. Seja [ag. bo], [а ү. bi], [a,, Р], ..., [dy Pl, ... 
uma seqüéncia de intervalos satisfazendo as condições: 


0) [ao bol D lay, bi] 2 laz, 510 ... 2 [0,62 ... 
(ou seja, cada intervalo da seqiéncia contém o seguinte); 
(ii) para todo r > 0, existe um natural n tal que 
b, тар < ғ 
(ou seja, à medida que n cresce o comprimento do intervalo {а,, b,] vai tendendo 
a zero). 


Nestas condições, existe um único real = que pertence a todos os intervalos da se- 
qüéncia, isto é, existe um único real a tal que, para todo natural п, a, < a < by. 


Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 e y são dois reais quaisquer, então existe pelo 
menos um número natural л tal que 


nx > y. 


EXEMPLO 

a) Para todo x > 0, existe pelo menos um natural п tal que i «x. 

b) Para todo real x existe pelo menos um natural z tal que n > x. 

Solugáo 

a) Como x > 0, por Arquimedes, existe um natural n tal que nx > 1 e, portanto, i <a. 
(Observe: nx > 1 = n * 0.) 


b) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um natural n tal que n > x. | 


1.6. EXISTÉNCIA DE RAÍZES 


Inicialmente, observamos que se [ag, bo], lay, b], laz, bo), ..., [а,, By], ... for uma 
sequência de intervalos satisfazendo as condições da propriedade dos intervalos 
encaixantes e se para todo n, a, > 0 e b, > 0, então a seqüéncia de intervalos lag, bá], 
[аў, b], 143, b2], БУР [а2, 521, ..., também satisfará aquelas condições (verifique). 

Antes de apresentar o próximo exemplo, lembramos que por um dígito entendemos um 
natural pertencente ao conjunto (0, 1,2, 3, ..., 9). 
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EXEMPLO 1. Mostre que a equação х2 = 2 admite uma única raiz positiva a. 
Solução 
Seja Ao o maior natural tal que 
А = 2 (Ал = 1) 
daí 
(Ap + 1)5>2 (4,+1=2,2> 2). 
Façamos, agora, ар = Ag € by = Ao + 1. Seja Aj o maior dígito tal que 


2 
(40 +) <2(4, = 4; (14)? < 2 < (1,5%). 
Facamos: 
А Ар +1 
ау = À + —eb¡=Ap+ 
1 от ту 0 10 
Assim, 
af <2< bj. 
(Observe: ар = 1,4eb, = L5). 
Seja Az o maior dígito tal que 
А Аз 1 2 2. 
(1113 = 2 (42 = 1; (141 < 2 < (1,425. 
Façamos: 
А A A, Аж! 
a, = Ao t — + —5 eb, = Apt — + 
ото 10 ^ 727 797" 39 102 


(Observe: ау = 1,41 e ba = 142.) 


Assim, 


Prosseguindo com este raciocínio, obteremos uma sequência de intervalos lao, bol, 


[а1, b|], ..., [а,, b,,] satisfazendo as condigóes da propriedade dos intervalos encaixantes 


(observe que b, — a, = 105 
único real о tal que, para todo n, 


e quando и cresce b, — a, tende a zero). Assim, existe um 


e, portanto, 


Números Reais 21 


Mas o? é o único real tendo esta propriedade, pois, lag, bil laf. bf). s [a2, 52], ... 
iambém satisfaz as condicóes daquela propriedade. Como, para todo n, 
аў <2< bi 


segue-se que o? = 2. Fica provado, assim, que existe um real œ > 0 tal que o? = 2. Veja- 
mos, agora, a unicidade. Suponhamos que 8 > 0 também satisfaça a equação; temos 


о? = 


3 е асв ГЫ 


Teorema. Sejam а > О um real e n > 2 um natural. Então existe um único real a > O 
tal que а" = a. 


Demonstração. É deixada para o leitor [sugestão: siga o raciocínio utilizado no exemplo 
anterior]. . 
Notacáo. Sejam a > 0 um real e n = 1 um natural. O único real positivo æ tal que o” = a é 
indicado por Фа. Dizemos que о é a raiz n-ésima (ou de ordem n) positiva de a. 


Sejam a > © е b > 0 dois reais, m > le n = 1 dois naturais e p um inteiro. Admitiremos 
a familiaridade do leitor com as seguintes propriedades das raízes: 


0) Ya wb = Xab 


0) аР = "ат 
г а 
Ҹа = "da 


Ma<b © Ҹа < 


EXEMPLO 2. Seja a um real qualquer. Mostre que se п for ímpar. n natural, então existe 
um único real o” = a. 


Solução 

Se a > 0, pelo teorema anterior, existe um único a > 0 tal que a” = a. Por outro lado, 
para todo B < 0, B" < 0 (pois estamos supondo n ímpar). Segue que o o acima é o único 
real tal que a” = a. 


Sea < 0, existe um único real B tal que 8" = —a e daí (—B)” = a (lembre-se que (- B)" = 
-- B^). Assim, — B é o único real tal que (~ B)" = a. 


Noiação. Se n for ímpar e a um real qualquer, o único o tal que o" = a é indicado por Y/a.m 


EXEMPLO 3. Calcule. 


a) 1-8 b) 46 
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Solugáo 
a3-8--2(-250--8] 546-2 
(Lembre-se: 316. indica a raiz positiva de ordem 4 de 16.) " 


EXEMPLO 4. Verifique que 


a b= (Ya – Sb) (а: + Yab + 42), 


Solução 
a-b- Gay – Roy 
Co soy «= Ya ey = 4) 
= (к-у) (2 + xy + y) 
= (Va ID + Yab + 42), 
Assim: 


a— b= (4а — Xby Sa? + Yab + Vo? ). = 
Observação. Veja uma forma interessante de fixar a identidade acima: 
a — bŠ = (a — b) (@ + ab + p 
agora, extraia a raiz cúbica de todos os termos desta identidade. 
Já vimos que a equagáo х2 = 2 não admite solução em Q; como 4/2 é raiz de tal equa- 
д, ZA E . 4 [ух ” H + 
ção, resulta que /2 não é racional, isto é, /2 é um número irracional. 


Observe que x -2ter solução em R é uma consegiiência da propriedade dos intervalos 


encaixantes, como esta equação não admite solução em Q, isto significa que o corpo orde- 
nado dos racionais não satisfaz tal propriedade. Esta é a grande falha dos racionais. A gran- 
de diferença entre o corpo ordenado dos reais e o dos racionais é que o primeiro satisfaz a 
propriedade dos intervalos encaixantes e o segundo, não. 

Os dois próximos exemplos mostram-nos que entre dois reais quaisquer sempre existem 
pelo menos um racional e pelo menos um irracional. 


EXEMPLO 5. Sejam x e y dois reais quaisquer, com x < y. Então, existe pelo menos um 
irracional г tal que x < 1 < y. 


Solugáo 
x é racional ou irracional; suponhamos inicialmente x irracional. Temos 
x<y@ y-x>0. 


Por Arquimedes, existe um natural n tal que 


1 
Lyc dard ue 
n ^n 
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1 1 
Como Ts x < x + —; tomando-se г = x + — tem-sex < t < y 
n 


com ż irracional (a soma de um racional com um irracional é irracional). Suponhamos, agora, x 


на 

: 42 242 

racional. Por Arquimedes existe um natural п tal que —— < y — x; tomando-se t = x + Bx 
n 


tem-se x < t < у, com t irracional. = 


EXEMPLO 6. Sejam x, y dois reais quaisquer com x < y. Então existe pelo menos um ra- 
cional r com x < r < y. 


Solugáo 
1° Caso: 0 < x < y 


Por Arquimedes existe um natural k, com k > y; ainda, por Arquimedes, existe um natu- 
ral n tal que 


k k 
шээж ул лэх Х: 
п п 


pa 


4 77 G 
— Y n n — —— 
0 LA x y Е =4p 
3k К КЫ da 
Sejam aj = 6, а = 25 аз = ЖА = 1 + Ap = k; seja j o maior índice tal 
п п п 


k 
que a; < x; assim a; + | >xe como a; + 1 = a; + Sa GU) = resulta k аг iy 


tomando-se t = ары tem-se x < t < y, com f racional. 
2.° Caso: x<0< y 
Basta tomar t = 0. 


3.° Caso: x < y< 0 
х<у<0 @ 0< -y< —x. 
Pelo 1.° caso, existe um racional s tal que 


—y < s< —x. 
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1.7. POTÉNCIA COM EXPOENTE RACIONAL 


Portanto 
x< —5<у Sejam a > 0 um reale r = тэ > 0, um racional. Definimos 
com —s racional. 
m 
4.”Caso:x=0o0uy = 0 а= ап = Ҹа", 
Faça você, . Tendo em vista a propriedade (2) das raízes, segue que tal definição não depende da 


Exercícios 1.6 — 


i ão 2 mo representante do racional г. 
particular fração —, п > 0, que tomamos co р! 
n 


1. Prove que a soma de um racional com um irracional é um irracional. 


š LO 
2. O produto de um racional diferente de zero com um irracional é racional ou irracional? Justi- ЕХЕМР 
fique. 2 
. i rt NONE Era . 
3. Prove que é irracional. d) 23 = #2 b)5 3 =45 


318 29:42:43 Sejam a > 0 e b > 0 dois reais quaisquer e r, s dois racionais quaisquer. Das proprie- 


intei í i rieda- 
dades das poténcias com expoentes inteiros e das raízes seguem as EN dais 
dii das potências com expoentes racionais e cujas demonstrações são deix 


= 45 + 32 + 45 Eracional ou irracional? Justifique. 


exercícios: 
5. Verifique as identidades ondex>0ey> 0. жок 
А - (Пасата S, 
ах-у= (fx — у) wx + УУ! (2) (ay = a^. 
ara КАЖ ДИС m 
Dry бх —+у) 3 + 25 + 402 445) бу Lars 
—=ar 6 

as 
6. Determine uma aproximação por falta, com duas casas decimais exatas, de Vo. (4) (ab) = ab". 
z Fr S 
7. Prove: se para todo r > 0. rreal la — bl < r, entác a = b. (0) Se pi lere sento q eur: 


= La S 
j i i i N <a<ler<s,entãoa Da. 
8. Sejam x, y dois reais quaisquer com x > Q e y > 0. Mostre que (6) 5е0 <a 


ity 


2 
3 
A 


9. Sejam x, y dois reais quaisquer, com 0 < x < у. Prove 
Vy r > Jy - Ух. 
10. Seja e > 0 um real dado. Prove que quaisquer que sejam os reais positivos x e y, tem-se: 
lx = yl 6 => Ix = Jyi< e, 
11. Sejam x, y dois reais quaisquer, com 0 < x < y. Prove 
DS 


12. A afirmação: 


“para todo real x > 0, x > E S 


é falsa ou verdadeira? Justifique. 
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FUNÇÕES 


2.1. FUNÇÕES DE UMA VARIÁVEL REAL A VALORES REAIS 
Entendemos por uma função f uma terna 
(А, В, a > b) 


onde A e В são dois conjuntos e a — b, uma regra que nos o associar a cada elemento a de 
A um único b de B. O conjunto À é é o domínio de fe indica-se por Ds, assim A = Dy. O conjunto 
B é o contradomínio de f. O único b de B associado ao elemento a desé é indicado D porf (a) (leia: 
J de a); diremos que f (a) é o valor que f assume em a ou que f (a) é o valor que f associa a a. 

Uma função f de domínio A e contradomínio B é usualmente indicada por f: A — B (leia: 
fde À em B). 

Uma função de uma variável real a valores reais é uma função f: A — B, onde A e B são 
subconjuntos de R. Até mengáo em contrário, só trataremos com fungóes de uma variável 
real a valores reais. 

Seja ў: A — B uma função. O conjunto 


Gp = (œf) lx € A) 


denomina-se gráfico de f; assim, o gráfico de f é um subconjunto do conjunto de todos os 
pares ordenados (x, y) de números reais. Munindo-se o plano de um sistema ortogonal de 
coordenadas cartesianas, o gráfico de f pode entáo ser pensado como o lugar geométrico 
descrito pelo ponto (x, f(x)) quando x percorre o domínio de f. 
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Observação. Por simplificação, deixaremos muitas vezes de explicitar o domínio e o con- 
tradomínio de uma função; quando tal ocorrer, ficará implícito que o contradomínio é R e o 
domínio o “maior” subconjunto de R para o qual faz sentido a regra em questão. 

É usual representar uma função f de uma variável real a valores reais e com domínio A, 
simplesmente por 


= f(x), x € А. 


Neste caso, diremos que x é a variável independente, e y, a variável dependente. E usual, 
ainda, dizer que y é função de x. 


EXEMPLO 1. Seja y = / GJ, f(x) = x). Tem-se: 


a) Dj- R 

5o valor que f assume em x é f (x) = x Esta função associa a cada real x o número real 
[Юч 5 х. 3 3 

ð fOD = CD = —1;/@0) = 0 = 0; f(D = 1° = 

d) Gráfico de f 


G= (G, Ту, x € R). 


x A В 3 
Suponhamos x > 0; observe que, à medida que x cresce, y também cresce, pois y = х, 
sendo o crescimento de y mais acentuado que o de x (veja: 2 = 8;3 =27 etc.); quando x se 


aproxima de zero, y se aproxima de zero mais rapidamente que x (( 1/2 = 1/8; (изу = 1/07 
ес) Esta análise dá-nos uma idéia da parte do gráfico correspondente a x > O. Para x < 0, é só 
observar que f (~x) = -f (2). 


Li 


Фо — o o m os 


0 
i 
2 
1 
2 
i 
2 
1 
2 


EXEMPLO 2. Seja f a função dada por f(x) = /x. Tem-se: 


a) D= (x € RI x z 0). 


b) fay = 44 = 2 (o valor que f assume em 4 é 2). 
9 fate {2 - an. 
d) fa t3 = x Y 3, x > -3. 
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e) Gráfico de f 


A função fé dada pela regra x — y, y = Vx. Quando x cresce, y também cresce, sendo 


o crescimento de y mais lento que o de x (4/4 = 2, 4/16 = 4, 64 


[a 


d 2l 
die q ete 


«Y 


EXEMPLO 3. Considere a fungáo g dada por y = En Tem-se: 
x 


a) D, = (x € RI x # 0). 


b) Esta função associa a cada x + 0 o real 8 (x) = ds 


x 


Өв 1 


)ХЖ-08, 
+h 
4) Gráfico de g 


Vamos olhar primeiro para x > 0; á medida que x vai aumentando, y 


mando de zero (x = 10 y E 


mando de zero, Yi vai se tomando cada vez maior (x = 15у = 2; ——— 
2 1 1 


1 XA Зэ? 
х= 00 => y = 100 etc.). Você já deve ter uma idéia do que acontece para x < 0, 


= 8 etc.); quando x se 
aproxima de zero, y também se aproxima de zero, só que mais lentamente que x( 4E = +; 
4 5 


ba 
= — vai se aproxi- 
x 


10> y = À ; 1 i 
ues 100 etc.); à medida que x vai se aproxi- 


= 10; 
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4 
1 
1 
2 
i| 
2 
1 
2 


jc 


EXEMPLO 4. Dada a função f (x) = —х? + 2x, simplifique: 


f- fO) /(х + h) fo) 
a) ? Я b) - 
xc h 
Solução 


y 202-10) C a 1 


х-1 х-1 х-1 
assim 
f£@) FU fr psi 
1 


Observe: F(D= 212 + 2 = 1. 


b) Primeiro vamos calcular f (x + h). Temos 
fG h) = — (x + 2 + 2(х + h) = А2 2xh — А? + 2x + 2А. 


Entáo 
fG + h) ЈО) _ —х? = 2xh -h? + 2х + 2h - (73? +2x) 
h h 
_ —2xh — Н + 2h 
h 
=—2x—h+2 
ou seja, 


к h) — fO) _ 


n —2x —h+2, h # 0. 
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EXEMPLO 7. (Função linear.) Uma função f : R — R dada por f (x) = ax, a constante, 
EXEMPLO 5. (Função constante.) Uma função y = f(x), х € A, dada por f) = k, k cons- denomina-se função linear; seu gráfico é a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, a): 
tante, denomina-se função constante. 
a) f (x) = 2 é uma função constante; tem-se: 
(0 D; = R Gi) Gráfico de f 


G= {x flx € R) = ((x,2)1x € R). 


O gráfico de f é uma reta paralela ao eixo x passando pelo ponto (0, 2). 


Se a = 0, o gráfico de f coincide com o eixo x. 


EXEMPLO 8. Eshoce os gráficos. 


afa) = 2x. b) g @) = —2x. coho) = 2151. 


Solugáo 


a) O gráfico de fé a reta que passa pelos pontos (0, 0) e (1, 2). 


EXEMPLO 6. Seja f(x) = e си 
Тет-ѕе: 
а) D, =R 
b) Gráfico de f 
y 


| 


Observe que (0, 1) pertence ao gráfico de f, mas (0, — 1) náo. nu 
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direita de uma unidade; o gráfico de f obtém-se deste último transladando-o para cima de 


c) Primeiro eliminemos o módulo Я 
) duas unidades. 


y J 2xsex>0 
ha елсе 


ZIN EXEMPLO 11. (Função polinomial.) Uma função f: R — R dada por 
y-2x! | vy= -2x " 


-1 


fo) = ар" + ар" +..+ta,- ix Жа, 


EXEMPLO 9. (Função afim.) Uma função f: R — R dada por y = ax + b, a è b constan- 
tes, denomina-se função afim. Seu gráfico é a reta que passa pelo ponto (0, b) e é paralela à 
reta y = ax. " 


onde ao + 0, a, à», ..., a, São números reais fixos, denomina-se Junção polinomial de grau 
n (n € М). 


EXEMPLO 10. Esboce o gráfico de f(x) = 1x 11+ 2. а) о) = x! — 4é uma função polinomial de grau 2 e seu gráfico é a parábola 
Solução 
Primeiro eliminemos o módulo 


=, 


Е x-14+2 sex>1 Er xti sex>1 
16091-0313 se x « 1 ™ ges зех <]. 


Agora, vamos desenhar, pontilhadas, as retas y=x+ley= —х + 3 с, ет seguida, mar- 
car, com traço firme, a parte que interessa de cada uma: 


O gráfico de uma função polinomial de grau 2 é uma parábola com eixo de simetria 
paralelo ao eixo y. 
b) g (х) = (х — iy € uma fungáo polinomial do grau 3; seu gráfico é obtido do gráfico de 
y ==, transladando-o uma unidade para а direita. 


рагах > Lf()-x-c1 
рагах < 1, (х) = —x +3 


Sempre que uma função for dada por várias sentenças, você poderá proceder desta forma. 


Um outro modo de se obter o gráfico de fé o seguinte: primeiro desenhe pontilhado o 
gráfico de y = | x |; o gráfico de y = | x — 1 | obtém-se do anterior trarisladando-o para a 
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=- eem cmi ue eate utt — VUL. P 


' 
| 


c) h(x) = 1 2 é uma função racional com domínio (x € R | x £ — 2). O gráfico de é 
x 
i 


EXEMPLO 12. (Funcáo racional.) Uma função racional f € uma função dada por 1 


3 

fœ = 2 onde p e q são duas funções polinomiais; o domínio de fé o conjunto i 
qu E 

(x€ Riq (х) = 0). E 


obtido do gráfico de y = 25 transladando-o duas unidades para а esquerda. 
x 


Ч 
| 


+1 H 
+ é uma funcáo racional definida para todo x = 0. Como f(x) = 1 + dr H 
x P 


а) fo) = 


«Y 


segue que o gráfico de f é obtido do gráfico de y — 4, transladando-o uma unidade para H 
cima (veja Exemplo 3). * 


EXEMPLO 13. Determine A e B para que a terna (A, B, x — y) seja função, sendo a regra 
x => y dada implicitamente pela equação xy” = x — 1. 


Solução 


Para se ter função, é preciso que a regra х > y associe a cada x € A um único yC В. 


Basta, então, tomar 
2 


b) go) = Z 


é uma fungáo racional com domínio {x € RIx # 0). Observe que xc 
1 1 A=(r ERIZ—=>0)=(x€RIx<00ux>1) 
g(x) = x + —. À medida que |x| vai crescendo, — vai se aproximando de zero e o gráfico * 


x 8 
de g vai, entáo, “encostando” na reta у = x (por cima se x > 0; por baixo se x < 0). А me- 
z š 2 ¿ 1 
dida que x se aproxima de zero, o gráfico de g vai encostando na curva y =, 


E В = {уЄ ВІу20). 
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Temos assim a função f: A — B dada por 


jx—1 


fo) = 


Observacáo. А escolha de A e В acima náo é a única possível. Quais as outras possibili- 
dades? а 


EXEMPLO 14. O conjunto H = ((x, y) € R212x + 3y = 1) é gráfico de função? Em caso 
afirmativo, descreva tal função. 


Solução 


К=з - 1-2х 
Х, segue que H é o gráfico da função dada por y = 3 сн 


Notação. O símbolo R? é usado para representar o conjunto de todos os pares ordenados de 
números reais, R^ = (x lx ye R). 


2х+Зу=1© y= 


Observação. Sejam H um conjunto de pares ordenados е А = (x € R | Jy € R com (x, y) 


€ H). Então H é gráfico de função se, e somente se, para cada x em А, existe um único y, 1 


com (x, y) € Н. 


É gráfico de função Não é gráfico de função. 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, lembramos que a distância d entre os pontos i 


(xo Yo) € (x1, уу) é definida por 


а= JG — ху)? + (уу — yo)? 


Veja 


Moo 


=" эн 
Yo MM a ji^ ^ 


pelo teorema de Pitágoras 


! Ф = (1 = yg + 6 — ду. 


= 
Гоху х 1 
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Pois bem, a circunferência de centro (а, b) e raio r (r > 0) é, por definição, o lugar geo- 
métrico dos pontos do plano cujas distâncias a (a, b) são iguais a r. Assim, a equação da 
circunferéncia de raio r e centro (a, b) é 

(х= а? + (y — p? = 2. 
EXEMPLO 15. Esboce o gráfico da função f dada pela regra x — y, onde х y =1,y>0. 
Solugáo 
x Юу = 1еу2 0 = у= 41 x?. A função fé dada por 


y=Yi=r?,-1<x<1 
2 


Como x? + y =le(x- oy +o- o? = 12, segue-se que x^ + y = 1éa equação 
da circunferência de centro na origem e raio 1; o gráfico de fé a parte desta circunferência 
correspondente a y = 0. 


EXEMPLO 16. О conjunto H = ((x, y) € R2 1x2 + y? — 2y = 0) é gráfico de função? Por 
que? 


Solugáo 


+y- 2p-0oxx4y-2y7 1=1өх + (у = 1? = 1 que é a equação да 
circunferéncia de centro (0, 1) e raio 1. Temos 


ку 12 =1 өу=1 1-22. 


Assim, para cada x Є 1-1, 1[ existe mais de um у, com (х, y) Є Н; Н não é gráfico de 
fungáo. 
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Exercícios 2.1 


Л. Calcule. 


a) fEDe А2) sendo f (x) = — + 2x 


b) g (0), g (2) e 66/2) sendo g (x) = 


o Ha+b)- f(a — b) 
ab 
d Fla + b)- 


x? =l 


sendo f (x) =x eab +0 


feb des sendo f (x) = Зх + 1e ab +0 


а! 


2. Simplifique feo- Ар) 
xp 


а) Го) =Z ep=1 
с) f(x) = x! e p qualquer 
е) fo) = 2х + 1ер= —1 
8) Го) -хтер-2 


ЈО) = e p qualquer 
D foy=Lep= 2 
a 
1 
п) Јо) = ep-3 
x 


9) fw=Lep+o 


3. Simplifique 
a2x+1 
de 
8) x Эх 
202 +х+1 


note- 


Ф 2º — у 


fath- fo) 
h 


(x % p) sendo dados: 


b) fo) = ер=-1 
d о) = 2х +1ер= 2 
p Јо) = 5ер= 2 
8) Го) = x ep = —2 
»ro=lep=1 

x 
m) РО) = -3xep--2 
о) f=} ep- -3 

X 


1 
4) foc ep*+0 


(h + 0) sendo f (x) igual a 


b) 3х-38 
o x + Зх 
Bx -243 
ye 

05 


n= 
12 


4. Dê o domínio e esboce o gráfico. 


а) Ро) = Зх 
с) її = х +1 
е) (0) = -2x +3 
g) fo) = -2 


D убд=—ух 


2х sex«-—l 


D хан sex>—1 


п) Ро) = 1x +21 


с) -2+4 
pers 
) 2243 
m) x3 + 2x 
pi 
X 
1 
ж 
b) 50) = —x 
d) ўо) =2х+1 
ЖЭ g09-3 
15 
h) В(ху=—х+ 2 
h) h(x) 338 


x se x < 2 


2 DS El 


т) hi) = |x -— 11 


x? -2x 41 
-1 


Їх-1 
Dnsco- 
Dum 


pasco- 


Considere a função f(x) = ix — 11 1x 21. 


—-2x+3 se x «1 
se 1<х<2 
2x-3 se x22 


a) Mostre que ra=] 1 


b) Esboce o gráfico de f 


. Esboce o gráfico. 


а) Р) -1х141х-21 
O y=lixl— 1l 


. Olhando para o gráfico de f, estude o sinal de f (x). 


аР) =х-3 
с) РО) = Зх +1 
е) fü) -х «3 
8) fO) = ax + b (a > 0) 


. Estude a variação do sinal de f (x). 


а) ѓо) = (х— 0 (6+ 2) 
с) Ро) =x(1— x) 


Am 
e) fU 
P x 
8) 9-5 
x y ^(2х - D 
) ЈО) TUI. 


D fix) = Ох — 3) (x + 1) (x 2) 
Determine o domínio. 
1 
а) ѓо) = = 
2x 
) =— 
RUE x? 41 


9 вО) = x 2. 


Funções 


lx] 


9 8 (х) = — 
x 
M EST 
L үүл 


b g@) 1х1-1 
4) о) 51х 411-1х1 


Бу f@)= —2х+1 
Ф fQ)--—3x-2 

f Ро) = —8х+1 

A) ГО) = ax + b (a < 0) 


9) Јо) = (2х + 3) 4-1) 
d) Јо) = (~x + 2) (x — 3) 


221-3 
L 
пу fo)= 2H 

Pz 


3x-1 
p f) = 5 

xt +1 
2x -3 


DIO 29 


39 
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10. 


11. 


12, 


14, 


р)у=уї—х 
D y= TA ez 
D] у= 4х — [5 2x 2x 


2 


Esboce o iun 


a) fo) = ° 
Dy-Go-1y 
D= @> D° =2 
Dy 


п) у 


дуулах х! ny | 


2-(x-2) sex 1 


D у= ү5 - 22 


S y-41- x 
и) у= 4x7 Vx 
с) y = ¿2 = 
д у= 6-10 т 
dy==0- Y 
т) у= (+) 
p) y=xlx! 
sexs] jy х2 Iser <0 
Y x sex > 0 


Considere a função f dada por f(x) = x? + 4x + 5. 


a) Mostre que f (x) = (x + 2? +1 
b) Esboce o gráfico de f 


€) Qual o menor valor de f (x)? Em que x este menor valor é atingido? 


Seja f(x) = ax? + bx + с,а + 0. 


2 
а) Verifique que f(x) = a Ё + xj 
а 


b) Mostre que se a > 0, então о menor valor de f(x) acontece para x= ES Qual o menor 


valor de f (x)? 


e) Mostre que sea < 0, ento f| +) 
га 
4) Interprete (b) е (c) graficamente. 


esboce o gráfico. 


a) fo) = 2 — 3k + 2 
Q f=- 4 + 4 
e) Ро) = 

Ро) = + 

D РО) = —Ax + 4x — 1 


А 
Tas onde À = b дас 


4, E 
= —-— é o maior valor assumido por f. 


- Com relação à função / dada, determine as raízes (caso existam). o maior ou o menor valor e 


DO A 
4) Р) =at 
f ғо) = 222 а 
8) Ро) = E +4 
DIm=-é 4r— 5 


Olhando para o gráfico, estude a variação do sinal de fix). 


afo=é-1 

c) Ро) = +х+1 
€) Ро) = —х°—2х-1 
8) Јо) = =х2+9 


D fo) = 202 — бк+1 


Dê o domínio e esboce o gráfico. 


а) fu=? 
x 


b) Ро) = 2 — 5x + 6 
дуо) = PEE 
9 fa) =2 +6х+9 
h) fG) = 2 +2х—6 
Л уо) = — +2х-3 
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1 
дру--244 p y=- 
x х 
1 1 
Qoyme——— һ) у= 
ША: x+2 4 2 
yy 1 ) КЕ 
DJ 2 D y 32 
2 
D у= 3 ) у= 5 
(х=) (2-1 
= 1 = 1 
n gro о) y Abe 
1 
р} у=-х+— 4) у=1х1+ = 
Ж 
r) у= х1 5) у=ух+2 
D у= 45 u) у 
y у= 2 а у= E 


1 


! 2 
16. а) Verifique que 41 + x^ —ixi= ———===>. Conclua que à medida que | x | cresce a 
|27 4 x? 


— 1х1 se aproxima de zero. 
2 


diferenca Vl ta? 
b) Esboce o gráfico de y = yl + x 


17. Dé o domínio e esboce o gráfico de f(x) = 2-1, 


(Sugestão: Verifique que à medida que | x | vai crescendo, o gráfico de f vai “encostando”, por baixo, 
no gráfico de y = 1х1) 


18. Dê o domínio e esboce o gráfico. 


а)у=үз+х? b) у= үх" —4 дуун 2-9 
Ф у= 2 +4 ә y-49-3? у= 1 G + 22 


19, Seja f dada por x — y, y = 0, onde x + y =4, 
a) Determine f (x) b) Esboce o gráfico de f 

20) Esboce o gráfico da função y = f (x) dada implicitamente pela equação. 

7 b) x-y =0,y=0 

дэ +у*+2у=0,у®-1 


+ 
е) 2+y+2x+dy=0y=-2 p z Lat 
У 


а) liy = 1,у«0 
с) w- у= духо 


21. Considere а funcáo f (х) = máx А 1), 
х 
b) Dë o domínio e esboce o gráfico 


a) Calcule f(2),f(~1) е (3) 


22. Considere a função f (x) = máx(n € Z In < x). (Função maior inteiro.) 
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24, 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 


32. 


. Calcule a distância entre os pontos dados. 


. Um móvel desloca-se (em movimento retilíneo) de (0, 0) a (x, 10) com uma velocidade cons- 


b) Esboce o gráfico 


a) Calcule Ai nuo (3) E 4-3) 


а) (1, 2)е (2, 3) 
4) (0,2) e (0,3) 


Seja d a distância de (0, 0) а (х, у); expresse d em função de x, sabendo que (x, у) é um ponto 


b) (0, De(1, 3) 
€) (2,3) e(1, 4) 


c) (1,2 e (0, 1) 
Р A, 1)e (2,2) 


do gráfico de y = 2 
3 X 


tante de 1 (m/s); em seguida, de (x, 10) a (30, 10) (em movimento retilíneo) com velocidade 
constante de 2 (m/s). Expresse o tempo total T (x), gasto no percurso, em função de x. (Supo- 
nha que a unidade adotada no sistema de referéncia seja o metro.) 


(х, у) é um ponto do plano cuja soma das distâncias a (—1, 0) e (1, 0) é igual a 4. 


2 2 

5 х y 
a) Verifique que — + — =] 
сэн 4 3 


b) Supondo y = 0, expresse y em função de x e esboce o gráfico da função obtida 

Sejam F} e F dois pontos fixos e distintos do plano. O lugar geométrico dos pontos (x, y) 
cuja soma das distâncias a F e Р é sempre igual a 2k (2k > distância de F} a Fo) denomina. { 
se elipse de focos F e F, e semi-eixo maior k. 


2 2 
a) Verifique que = + a = | é a equação da elipse de focos (—c, 0) e (c, 0) e semi-eixo 
a 


А Do Э, 2 
maior а, onde p“ = a” — c 


2 2 
x 
b) Verifique que Xt = = | é a equação da elipse de focos (0, —c) e (0, c) e semi-eixo 
a 
maior b, onde a = y ын d 
c) Desenhe os lugares geométricos descritos nos itens (a) e (b) 


Determine o domínio e esboce o gráfico. 

[ 2 2 
а) у=ү4—3х b) f(x) = {1 - 4x* 
o) у= J4— x? d) eo) = 42 —3х? 


Você aprendeu em geometria analítica que y — yg = m (x — xo) é a equação da reta que passa ; 
pelo ponto (xo, yo) e que tem coeficiente angular m. Determine a equacáo da reta que passa 
pelo ponto dado e tem coeficiente angular т dado. 


а) (1,2)ет= 1 b) (0, ЗЭ)ет = 2 с) (1, -2) ет = -3 


1 
ФАП ат е) (5, 2)ет = 0 A3 De m= 3 
A reta r intercepta os eixos coordenados nos pontos À e B. Determine a distáncia entre A e B, 


sabendo-se que r passa pelos pontos (1, 2) e (3, 1). 


A reta r passa pelo ponto (1, 2) e intercepta os eixos coordenados nos pontos À e B. Expresse 
a distância d, entre А e B, em função do coeficiente angular m. (Suponha m < 0.) 


Na fabricagáo de uma caixa, de forma cilíndrica, e volume 1 (m5), utilizam-se, nas laterais ë 
no fundo, um material que custa $1.000 o metro quadrado e na tampa um outro que custa 
$2.000 o metro quadrado. Expresse o custo C do material utilizado, em fungáo do raio r da base. 


33. 


34. 


37. 


38. 


40. 


41. 


42. 


39. 
^ torcido de modo a formar um quadrado e o outro, a formar uma circunferência. De que modo 


Funções 43 


Expresse a área A de um triángulo equilátero em função do lado 1. 


Um retângulo está inscrito numa circunferência de raio г dado. Expresse a área A do retângulo 
em funcáo de um dos lados do retángulo. 


‚ Um cilindro circular reto está inscrito numa esfera de raio г dado. Expresse o volume V do 


cilindro em fungáo da altura h do cilindro. 


. Um móvel é lançado verticalmente e sabe-se que no instante 7 sua altura é dada por 


h() = 4 — 2.0<1r<4, (Suponha o tempo medido em segundos с a altura em quilômetros.) 


a) Esboce o gráfico de h 
b) Qual a altura máxima atingida pelo móvel? Em que instante esta altura máxima é atingida? 


Entre os retángulos de perímetro 2p dado, qual o de área máxima? 


Divida um segmento de 10 cm de comprimento em duas partes, de modo que a soma dos qua- 
drados dos comprimentos seja mínima. 


Um arame de 10 cm de comprimento deve ser cortado em dois pedaços, um dos quais será 


deverá ser cortado para que a soma das áreas das regiões limitadas pelas figuras obtidas seja 
mínima? 


Um arame de 36 cm de comprimento deve ser cortado em dois pedacos, um dos quais 
será torcido de modo a formar um quadrado e o outro, a formar um triángulo cquilátero. 
De que modo deverá ser cortado para que a soma das áreas das regides limitadas pelas 
figuras obtidas seja mínima? 


Coloque na forma (x — аў? PUSE b? =. 


b) x+y -x-y=0 
O + у +3х-у=2 


a) 2 ty -2x-0 
c) 2) + 20у +x=1 
Determine a para que as retas dadas sejam paralelas. 


а) у= ахеу = Зх – 1 


Б у= (а+ 1) х= 1еу-х 
+1 | 


apl AN d) y=-xey=3ax+4 


e) 2x+y=ley=axr+2 Р х+ау= (еу = 3х +2 


. Determine a equação da reta que passa pelo ponto dado e que seja paralela à reta dada. 


a) y=2+3e(1,3) 
с) х-у= 2е(-1, 2) 


b) 2x + 3y = I e (0,1) 
d) x + 2y = 3e (0. 0) 


Justifique geometricamente: y = mx + n (m 0) e y = тух + n, são perpendiculares se e 
somente se mm, = — 1. 


- Determine a equação da reta que passa pelo ponto dado e que seja perpendicular à reta 


dada. 


а|узхе(1,2) 
d) 2x + 3y 2 1e(1, D 


b) y = Зх + 2 е (0, 0) 
€) Зх — 2y = 0е (0, 0) 


c)y-7-3x t le(-1, 1) 
Р 5x+y=20(0,1) 
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Para efeito de interpretação geométrica, você poderá olhar para o z da mesma forma como 

deu no colégio: 1 é a medida em radianos do arco АР. Lembramos que a medida de um arco 

é 1 rd = radiano) se o comprimento do arco for igual ao raio de circunferência (1 rd = 57916). 
A próxima propriedade será demonstrada no Apéndice 2. 


2.2. FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS: SENO E CO-SENO 


Com os elementos de que dispomos até agora, ficaria muito trabalhoso definir e, em se- 
guida, demonstrar as principais propriedades das funções seno e co-seno. Observamos, en- 
tretanto, que apenas cinco propriedades são suficientes para descrever completamente tais 
funções. O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstração será feita após estudar- 
mos as séries de potências resolverá completamente o problema referente a tais funções. 


(7) Existe um menor número positivo a tal que cos a = 0. Para este a, sena = 1. 


O número a acima pode ser usado para definirmos o número 7. 


Н T Y . E Definição. Definimos o número 7 por z = 2a, onde a é o número a que se refere a 
Teorema. Existe um único par de funções definidas em R, indicadas por sen e cos, propriedade (7). P q 


satisfazendo as propriedades: 


(1) sen0 = 0 
(2) со80-1 
(3) Quaisquer que sejam os reais a e b 

sen (a — b) = sen a cos b — sen b cosa 
(4) Quaisquer que sejam os reais a e b 

cos (a — b) = cosacos b + sen a sen b 
(5) Existe r > 0 tal que 


iT x v T 2 
Assim 3 é o menor número positivo tal que cos > = 0. Temos, também, sen u =1. 


Seja f uma função definida em R. Dizemos que f é uma função par se, para todo x, 
f» = fo. 
Dizemos, por outro lado, que fé uma função impar se, para todo x, 


fix) = —f Q). 


sen x) 
cos x J 


oem 
EXEMPLO 1. Mostre que 


para 0 < x < r. 


a) sen é uma função ímpar. b) cos é uma função par. 


Vejamos, agora, outras propriedades que decorrem das cinco mencionadas no teorema 
acima. 
Fazendo em (4) a = b = t, obtemos 


Solução 


a) Fazendo em (3) a = Ü e b = +, resulta sen (—£) = sen O cos t — sen z cos 0 ou seja 


cos 0 = cost cos f + sen t sen f = 
sen (—1) = —sen t. 


ou seja, para todo / real, b) Fazendo em (4) а = Оер = t resulta cos (—1) = cos r. 


(6) cos? г + sen? t — 1 


Deste modo, para todo t, o ponto (cos t, sen f) pertence à circunferéncia “+ y = 1. 


EXEMPLO 2. Mostre que quaisquer que sejam os reais a e b 
cos (a + b) = cos a cos b — sena sen b 


sen (a + b) = sen a cos b + sen b cos a. 
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Solugáo 


cos (a + b) = cos [a — (—b)] = cos a cos (Pb) + sen a sen (—b) = cos a cos b — sen a sen b, 
sen (a + b) = sen [a — (—b)] = sena cos (—b) — sen (—b) cos а = sen a cos b + sen b cos a.m 


EXEMPLO 3. Mostre que, para todo x, 


2 
cos 2x = cos? x — sen? x e sen 2х = 2 sen x cos x. 
Solução 


cos 2x = cos (x + x) = cos x cos x — SEN x SEN x = cos x — sen2 x. 
sen 2x = sen (x + x) = sen x cos x + sen x cos x = 2 sen x cos x. " 


EXEMPLO 4. Mostre que, para todo x, 


1 
соз? х = la 1 cos2x 
252 


е 
2 1 
ѕепх = — — — cos 2x 
2 
Solução 
cos 2x = cos? x ~ sen? x = cos? x == cos? х) 
logo 
= 2 2 1,1 
COS 2x = 2 cos“ x — 1 ou cos a o 2x. 
: 5 2 La 
Verifique você que sen?x = 237 5 соѕ 2х. в 
EXEMPLO 5. Calcule. 
a) cos 4 b) sen F 
с) cos 7. d) sen т. 


Solução 


Provaremos mais adiante que cos x > 0 e sen x > Оет 10, 5 


а) cos?x = — + > cos 2x; fazendo х= i 


Sj 


i e como cos 2 > 0, resulta 


7 N82 : 
— = — (verifique). 
b) sen ¿== (verifiq 


с) Fazendo x 2 ет соѕ 2х = 1 ~ 2 senr, obtemos 


cos z = —1. 


T 
d) Fazendo x = > em sen 2x = 2 sen x cos x, resulta 
sen v — 0. 


Interprete geometricamente os resultados deste exemplo. 
Deixamos a seu cargo verificar que, para todo x, 


sen (x + 27) = sen x 
e 
cos (x + 23) = cos x 


As funções sen e cos são periódicas com período 2. 
Os gráficos das funções sen c cos têm os seguintes aspectos: 
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1 3 2 
=— -028т + х= 
EXEMPLO 6. Esboce o gráfico da função dada por у = sen 2, зей 1 x 2 Akr + Зт 
x 
2 2 2 
Solução x хаг ан AS >0 
Зп 7n lim 15т 
Primeiro vamos estudar o comportamento de y para x > 2. y —1 -1 -l -1 
х=2 604147 1 : 
T x 2 Quando x varia em ]0, —], sen — fica oscilando entre 1 e — 1. 
Assim, para x = 2: sen 1 >0. À medida que x aumenta, 1 уа! se aproximando de 
т х x 
1 ДЕДЕ" 1 
Zero, o mesmo acontecendo com sen —. Рага х < —— é só observar сайнаа m. II A AAN 
: х т xls гэ Es 
1 
' 
y | 
! 
1 а 
1 2 х 
1 т 
2 ЭР 
CT "Ж о 2215-2585 
е = . 
L--j2a 


Exercícios 2.2 


Observe que para x — 1. Esboce o gráfico. 


17 а) fœ) = sen 2х b) y=2c08x 
Х - 
Vejamos, agora, o comportamento de sen d para 0 < x < 2 " c) y = cos I d) fG) = M sen xl 
É 7 e) у = sen ax AJO = xsen x 
l 1 т 1 1 
sen — =1 @ —=2km + x= (k inteiro g (x) = — sen x h) у= xsen— 
+ x 2 4&т + от ) 2 x d 
DE Л 200)=x+senx 
2 2 2 2 х 
» т Sr 9n 132 PE 2. Sejam a e b reais quaisquer. Verifique que 
1 1 1 1 
- a) senacosb = Lisen (a + b) + sen (a — b)] 
£ 15 21 i 
eec d x me * dur b) «елешн соза D) коа = b) 
1 1 1 c) sen a sen b = 1 (cos (a — b) — cos (a + b)] 
x 255 (4455 elt э 0 2 
T m 3т 4m 
24 
y 0 0 0 
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2.3. As FUNÇÕES TANGENTE, CO-TANGENTE, SECANTE E 
Co-SECANTE 


A função tg dada por tg x = 22 
сов x 
junto de todos os x tais que cos x + Š. O gráfico da tangente tem o seguinte aspecto: 


Geometricamente, interpretamos tg x como a medida algébrica do segmento АТ, onde Т] Í 


é a interseção da reta OP com o eixo das tangentes e ÁP o arco de medida x rad. 


med АР = x rad 


tangentes 


T i oai m 


Os triângulos OMP e QAT são semelhantes. Assim: sts = É isto é, 
MP ОМ 1 0М 
sen x 
tgx= 
cos x 


As funções sec (secante), cotg (co-tangente) e cosec (co-secante) são dadas por 
os 


x 
€ cosec x = 


tg x 


O gráfico da secante tem o seguinte aspecto: 
AY 


1 
sec x = —, co à 
cos x sen x 


2 denomina- se função tangente; seu domínio é o con- 4 
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Exercícios 2.3 


1. Determine o domínio e esboce o gráfico. 
a) f(x) = соёрх b) g (x) = cosec x 


2. Venfique que secly=1+ ux para todo x tal que cos x + 0. 


3, Mostre que, para todo x, com cos — 2 х + 0, tem-se: 
21g I p= ug? E 
d) sen x = —— ——^— b) cos x = 2 
1+ tg? == 1+ tg: 5. 


2.4. OPERAÇÕES COM FUNÇÕES 
Sejam fe g duas funções tais que D, n D, seja diferente do vazio. Definimos: 
a) A função f + g dada por 
+ g) Q) = РО) + &(х) 


denomina-se soma de fe g. O domínio de f + g é р, n D,. Observe que f + g é uma 
notação para indicar a função dada por y = f (x) + g (x). 


b) A função f- g dada por 
02000 = fO) gm) 
denomina-se produto de f e g. O domínio de f - g é р, n De 
c) A função £ dada por 
[ Ї ) (9 = 00) 
8 g(x) 


denomina-se quociente de f e g. O domínio de £ Єрє DA р, 1g (0) + 0). 


d) A função kf, k constante, dada por 
09) = kf G) 
é o produto de f pela constante k; Dy= Dr. 
EXEMPLO 1. Sejam f(x) = /7—x e g (x) = jx — 2. 


a) (f t g) (б) = 
8) (f: g) @) = 


) (2) G)- 
8 


ҮТ-— x + {х—2. O domínio de f + g é [2,7] = DN D. 
47 — x : {х – 2. O domínio de fg é [2,7] = Dy n D,. 
МЕЕ 
үх-2 


„хє ]2, 7]. 
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Sendo fuma função, definimos a imagem de f por Imf = { f (x)| x € Df). 


Definição (de função composta). Sejam fe g duas funções tais que Imf C р, A fun- 
ção dada por 


y = 80), x € Da 
denomina-se função composta de g e f. Éusuala notação g ° f para indicar a composta de g e f. 


Assim, 


(g ° f) (0 = g (00), x € Ру 


Observe que g ° f tem o mesmo domínio que f. 
EXEMPLO 2. Sejam fe g dadas por f(x) = 2x + leg Q) = х2 + 3x. Determine g°fe f° 8, 
Solução 
(веро) = eG = РОР at 430541) x € R = Ds 
(fe g) б) = f (g (0) = ро? +3х) = 202 + 3х) + 1, x Єр, = К. а! 
EXEMPLO 3. Sejam f (x) = ve g(x)= x. Determine g ° fe fog. 
Solução 


Imf= R} e Dg = R, assim Imf C р, (Notação: Ry = (xERIx=0)) 


(gs Q) 720) VIO =v? =IxLxER=D 
Img = R, e D;= IR, logo Img E Df 
бер) о) = f(gG@) = fGfx) = (x? = x, x€ R, = D, п 


Definição (de igualdade de funções). Sejam as funções f: A — Re g : A’ — R. Dize- 
mos que fé igual a g, e escrevemos f = g, se os domínios de fe g forem iguais, А = 
A' е ве, para todo x € A, f (x) = g (х). 


EXEMPLO 4. Sejam f: A — Reg: A — R duas funções. Prove que f + g = g + f. 
Soluçao 
Dp.g 7 Á- Юр 
Por outro lado, para todo x em A, 
(t g) G) 570) T g @) = g 00 470) = (g + f) Q). 
Assim, 
fts-gtf 


Observe que f(x) + g (x) = g (x) + f (a), pois f (x) e g (x) são números reais e, em R, vale 
a propriedade comutativa. " 


Exercícios 2.4 


Funções 


Solução 


f* g pois D, + D, (Dp= П, +% [е D, = ]—%, 0] U [1, + р). 
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EXEMPLOS. As funções fe g dadas por f(x) = х 4x —1e gx) = 4x? — x sáoiguais? 


1. Dé os domínios e esboce os gráficos de f + ge £ 


1 


a) 10) = хез) = — 1 b) ГО) = xe g(x) = — 


NX 
c) ТО 516 (х) = х1 d) О) = le g(x) = 7 
(x —2) 
E Isex€ _ 
la O s 


2. Verifique que Imf С D, e determine a composta À (x) = g (f ()). 


а)д (х) = Зх + 1ef@)= x42 
D адм efto = 2 + 2 


х+1 > 
ZE efe) == +3 


дабу = = +3х+1еу(х) =2?х—3 


DESCR 


2 
e) 80)= —2е/@ф)=х+1,х#1 


x 

£t 1 x 

5860) Yee fm 

4) вод efe) = — хх < бох l 
y xt 2x+1 

newz 7 e Лю ——— 


3. Determine o "maior" conjunto A tal que Inf C Dj; em seguida, construa a composta 


h @) 54000. 


gto=E op = 
a) E NAS RI = x+3 


9) g= /x—1 ef: A— В.) = X 
©) gG)- үк 1 е/:А— В, р) = 23 H 
pa 


Фб) еса Во) =  - 2 


EN 2 2 
© а(х) =at Тед Э, fe) 73-2 
4. Determine f de modo que g (f (x)) = x para todo x € Dy, sendo g dada por 


1 x+2 
x Dim 
de= х2 0 4)в (Уух? — 2х,х > 1 


3 
=2+— 
EE x41 


a) g@%)= 


Раб) =- 4r+3,x> 2 
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3 


чү 


Vemos, intuitivamente, que f é contínua em todo р de seu domínio. Por sua vez, g náo é 
contínua em p = 1, mas é contínua em todo p = 1. u 

Intuitivamente, dizer que o limite de f (x), quando x tende ар, éigual a L que, simboli- 
camente, se escreve , 


LIMITE E CONTINUIDADE 


lim f@)= L 


хәр 
x significa que quando x tende a p, f (x) tende a L. 
3.1. INTRODUÇÃO 


Neste capítulo, vamos introduzir dois dos conceitos delicados do cálculo: os conceitos 


de continuidade e de limite. 
Intuitivamente, uma função contínua em um ponto p de seu domínio é uma função cujo 


gráfico não apresenta “salto” em p. 


Quando x tende a p, f (x) Quando x tende a p, f (x) tende 
tendeafíp): lim f(x) = f(p) aL: lim р) =L 
х-эр xp 


EXEMPLO 2. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule lim (x + 1). 
хэ 


Solução 


O gráfico de f não apresenta “salto” em p: fé contínua em p. Observe que à medida | 
que x se aproxima de p, quer pela direita ou pela esquerda, os valores f (x) se aproximam 
de f (p); e quanto mais próximo x estiver de p, mais próximo estará f (x) de f (p). O mesmo 
n&o acontece com a fungáo g em p: em p o gráfico de g apresenta “salto”, g ndo é contínua 
em p. 

Na próxima segáo, tornaremos rigoroso o conceito de continuidade aqui introduzido de 
forma intuitiva. 


Ро) =х +1 


EXEMPLO 1. Consideremos as fungóes fe g dadas por 


"Y 


ЈО) = хе co 


lim (х+1)=2. 
х-1 . 
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у} 
" х2 -1 
EXEMPLO 3. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule lim 1 
x1 x— 
Solugáo 
lim f(x) = L. f está definida em p, mas L + f (p). 
У х2 —1 x " 5 TP 
Seja f(x) - ze x = 1; f náo está definida em x = 1. Léo valor que f deveria ter em p, para ser contínua em p. 
Para x Z 1 


Com toda certeza 


im J/(p+h)- fü) 
h>0 h 


é o limite mais importante que ocorre na matemática, e seu valor, quando existe, é indicado 
por f (Р) (leia: flinha de p) e é denominado derivada de f em р: 


px lim (x + ]) = 2. 
x31 Xx—1 xol 


f(pth)- f) 
1 š 


Jf'(p)= lim 
[ж 


Este limite aparece de forma natural quando se procura definir reta tangente ao gráfico de 


/(р + h) — f (p) 
h 

tal, nada mais é do que o coeficiente angular da reta s que passa pelos pontos M = (p, f (p) 

eN = (р + h,f(p + h)) do gráfico de y = f (x) 


fnoponto (р, f (p)). O quociente , Chamado às vezes de razão incremen- 


Intuitivamente, é razoável esperar que se f estiver definida em p e for contínua em p, епёй 
lim f(x) = / (р), e reciprocamente. Veremos que isto realmente acontece, isto é, se f'esti? 
хәр 


ver definida em р 


fcontínuaem р еэ lim fO)=f(p). 
x>p 


Veremos, ainda, quese lim f(x) = Le se f nào for contínua em p, então L será aquel 
хәр 


valor que f deveria ter em р para ser contínua neste ponto. 


Observe que a equação da reta s é 


YD) = m, (x — p) 


f nào está definida em p. 


lim f(x) L. 


хәр 


onde т, = Р + h) f) 
h 
vez mais de M, e a reta s vai tendendo para a posição da reta T de equação 


- Quando л tende a zero, o ponto N vai se aproximando cada 


L é o valor que f deveria ter em p para ser conti 
nua em p. 


IO) -f'p)x-— р). 
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A reta T é denominada reta tangente ao gráfico de f, no ponto (p, f (p)). 
NOTA HISTÓRICA. Por volta de 1630, Pierre de Fermat (1601-1665) estabeleceu dois 
métodos: um para se determinar o coeficiente angular da reta tangente em um ponto qual- 
quer do gráfico de uma função polinomial e o outro para se determinar os candidatos a pontos 
de máximo ou de mínimo (locais) de uma tal função. Pois bem, a idéia que utilizamos aci- 
ma para definir reta tangente é essencialmente a mesma utilizada por Fermat. Por outro lado,, 
para Fermat os candidatos a pontos de máximo ou de mínimo (locais) nada mais eram do 
que as raízes da equação f'(x) = 0. (Veja História da Matemática, p. 255, de Carl Benja- 
min Boyer, editoras Edgard Blucher Lida e Universidade de São Paulo.) 


EXEMPLO 4. Seja f (x) = x. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule f '(1). 
Solução 
O que queremos aqui é calcular f (р), com p = 1. 


га + h)- (1) 


'(1) 7 lim 
T8 h>0 h 


Temos 


гож) (no? 
h 


=2+h (440 
a (^ * 0) 


Segue que 
РО) = lim (2+ а) = 2. " 
h=>0 


EXEMPLO 5. Seja f (x) = x. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule f ' (x). 


Solugáo 
== 
fo) lim ZG b) = fe) 
h50 h 
Temos 3 
Е a 1 
IUe f) (d л ЕЧ CEROS 
h h ] 
Segue que f 
Рх) = lim (2x + h) = 2x. 
h>0 
Ou seja, a derivada, em x, de f (x) = x é f'(x) = 2x. m 2 
Como veremos, um outro modo de expressar f '(p) é através do limite 
fp lim /(х)— fo» 
кәр х-р 


(Observe: fazendo х — p = h recaímos no limite anterior.) 
EXEMPLO 6. Seja f(x) = X. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule f '(2). 


Solução 
fœ- РО) 


(D= li 
Po So х-2 
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Temos 
100-10) 4-2 
х-2 3-2 
mbre-se: а — b = (a — b) (a? —+ ab + 55) 
(Le 


=х2+2х+4,х 52. 


Assim 


РО) = lim (x? + 2x + 4)= 12. 
1>2 ч 

A derivada 6 um limite. Entáo, para podermos estudar suas propriedades, precisamos 
antes estudar as propriedades do limite. É o que faremos a seguir. 

Antes de passar à próxima seção, queremos destacar as funções de uma variável real que 
vão interessar ao curso; tais funções são aquelas que têm por domínio um intervalo ou uma 
reunião de intervalos. Portanto, de agora em diante, sempre que nos referirmos a uma fun- 
ção de uma variável real e nada mencionarmos sobre seu domínio, ficará implícito que o 
mesmo ou é um intervalo ou uma reunião de intervalos. 


Exercícios 3.1 


1. Esboce o gráfico da função dada e, utilizando a idéia intuitiva de função contínua, determine os 
pontos em que a função deverá ser contínua. 


4) Ро) = 2 5) Ро) -х 1 
2 
2 x sex<l 
= (x) = 
с) Ро) = х d) f(x) Era 
ын 861х1251 
ә уо)= à CHE бу =з? +2 
2selx|<1 
2, Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule 
a) lim (x+ 2) b) lim (2x +1) 
x1 x21 


с) lim x + D d) lim G2 +1) 
1>0 1x22 


2+5 


e) lim «x f) lim 
151 хэ? x+3 
g) lim Yi h) lim (Vx + x) 
x22 x0 
5 4-1, DRE Wo 402—1 
3. Eshoce o gráficode f(x) = - Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule lim 
2х-1 x>% 2x-1 


4. Utilizando a idéia intuitiva de limite, calcule 


2-4 х? 


а) lim 
x22 x-2 
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— 2 
јх —1 . x —4x + 4 
c) lim 2 4) lim 
х-1 х—1 хә? ж=® 
2-1 
e) lim f) lim sen x 
x5-1 x+1 x>0 


3.2. DEFINIÇÃO DE FUNÇÃO CONTÍNUA 


Sejam fe g funções de gráficos 


Observe que f e g se comportam de modo diferente em p; o gráfico de f não apresenta; 
“salto” em p, ao passo que o de g, sim. Queremos destacar uma propriedade que nos permi- 
ta distinguir tais comportamentos. 

Veja as situações apresentadas a seguir. 


A função f satisfaz em p a propriedade 


para todo e > 0 dado, existe ó > 0 (8 dependendo de e), tal que f(x) permanece entre 
f(p) — ee f(p) + e quando x percorre o intervalo ]p — à, p + ó[, com x no domínio 
de f. 
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ou de forma equivalente 


para todo e > O dado, existe 8 > 0 (6 dependendo de e), tal que, para todo x 
ED, 


рРр-8<х<р+б=» }(р)— e< f(x) <f(p) + e. 


Entretanto, a função g não satisfaz em p tal propriedade: 


81 


para o € > 0 acima, não existe 5 > 0 que torne verdadeira a afirmação 
“x€ Dsp - 6<x<p+ ó > (р) – e < g @) < g (p) + e. 


Qualquer que seja o ó > O que se tome, quando x percorre o intervalo |р — ô. p + ôl, g (1) 
não permanece entre g (p) — € ë g (p) + € 

A propriedade ( distingue os comportamentos de fe de g em p. Adotaremos a proprie- 
dade (1) como definição de função contínua em р. 


Definição. Sejam fuma função e p um ponto de seu domínio. Definimos: 


Para todo e > 0 dado, existe ë > 0 (6 dependendo de є), tal 


fcontínua em р q que, para todo x € Dy, 


р-8<х<р+ё = fp e < /(х) < f(p) + e. 


Observação. Sabemos que 


їх—-р\<ё©р-8<х<р+ё8 


Ife) —f(p) | < e = f(p) — e < f(x) < /(р) + є 
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A definicáo anterior pode, entáo, ser reescrita, em notagáo de módulo, na seguinte for- 
ma: 


Para todo e > 0 dado, existe ó > 0 tal que, para todo x em Dy, 


fcontimiaemp e» | lx- рі <ô 510) – р) « e. 


Dizemos que fé contínua em A C Dy se f for contínua em todo p E A. Dizemos, simples. 
mente, que fé uma função contínua se f for contínua em todo p de seu domínio. 


EXEMPLO 1. Prove que f(x) = 2x + 1 é contínua emp = 1. 
Solução 


Precisamos provar que, para cada e > O dado, conseguiremos um 5 > 0 (8 dependendo 
apenas de e), tal que 


1—á<x<1+8=/f0)- e<fG)<f(l)+ e. 
O e > 0 é dado, queremos achar ó > 0. Devemos determinar ó > 0 de modo que f (x) 
permaneça entre f (1) — ee f (1) + e para x entre 1 — 8e 1 + 8. Vamos então resolver 
inequação 
РО) - e<f0@)<f() +e 
Temos 


РК) сео) <Р) + єс3-єс 25416346 


Somando —1 aos membros das desigualdades e dividindo por 2, resulta 
E € 
fü-ecfeéoxfü)teel- z <x<l+ = 


Então, dado € > 0 e tomando-se ó = E (qualquer ë > 0 com ó <$ também serve) 
resulta 


1-ó<1<1+8=>f0)-e<f(0)<fMte 
Logo, fé contínua em p = 1. 


O exemplo acima pode também ser resolvido em notagáo de módulo. Neste caso, preci 
samos provar que dado e > 0, existe ó > O tal que 


1х-11«6-21/70)-1701)1 «є. 
Temos 


ife) —/@)!<є ә 12х+1—31< е 128 21е іх 11 5. 
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Assim, dado e > 06 tomando-se 5 = £ 


w 


ix-11<ó5=>!f0-IMI<e 
Logo, f é contínua em p = 1. 


EXEMPLO 2. A função constante f (x) = k é contínua em todo p real. 


Solução 
1709 —f@)]= ik— kl = 0 para todo x e todo p; assim, dado € > 0 e tomando-se um 
8> 0 qualquer 


Ix- рі< 6 5 170) -fgl-ik-ki«e 


Logo, é contínua em р, qualquer que seja p. Como f € contínua em todo p de seu domínio, 
resulta que f (x) = k é uma, função contínua. в 


EXEMPLO 3. A função afim f(x) = ax + b (a eb constantes) é contínua. 


Solugáo 
Se a = 0, fé constante, logo contínua. 
Suponhamos, então, a + 0. Temos: 


Цо) fqnl = Тах + b ар - bi lallx — pl 


Assim, para todo € > 0 dado 


170) f @)l < Slx- p| < ur 


> € 
Tomando-se, então, 8 = Tal 


Ix - pl« ё = 170) -f@)! < є 


logo, fé contínua em p. Como p foi tomado de modo arbitrário, resulta que f é contínua em 
todo p real, isto é, f é contínua. | Ё И . 

Os dois próximos exemplos poderáo facilitar as coisas em muitas ocasiões. Antes, porém, 
observamos que se p € la, b, ae b reais, então existe & > 0, tal que lp — ô, p + &[ C la, Ы; 
basta, por exemplo, tomarmos 8 = mín (b — p.p — a). 


fi 23 4С, 42 Я 
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Pela hipótese, se e < r, existe tal intervalo. 


Veja Suponhamos, então, є > r. Seja O < ej < r. 
$ 8 Pela hipótese, para o e, dado, existe tal que 
J Z i [ VETE x€I= fP- 6 SfE <р) T el. 
a p-5 b=p+8 
Para este mesmo / teremos, também, 
Š 
—— ! 8-р-а хЄї = fP- є< }(х)< fp) + e 
5 р р+ё 
р- 5% =а b 


pois,f (р) — € < f(p) — € e f (p) + e, < f(p) + e. (Interprete graficamente.) 


Assim: 
Em qualquer caso, ó = mín {b — p, p — a) resolve o problema. 


para f ser contínua em p, basta que, para cada e < r, e > O (onde r > 0 é fixado a 
priori), exista um intervalo aberto I, com p € 1, tal que, para todo x em Df 


x€ Г = (р) – e <fG) < f(p) + e. 


EXEMPLO 4. Prove que, se para todo є > O dado existir um intervalo aberto / = Ja, b[; 
com p € 1, tal que para todo x € Df 


I 
| 
| 
| 


xEl=>fm-e<sfo<fw t e 


enfso sed continua em p. EXEMPLO 6. Mostre que f (x) = x? é contínua em 1. 


Solução 


vá 


Pela hipótese, para todo e > O dado existe um intervalo aberto / = Ja, b[, com p € 1, tal qu 


O xEla bl = f- є< (СО < } (р) + є 
Tomando-se ó = mín (b — p,p — a), lp — ô, p + б[ C ]a, b[. Assim, 


x€] -— Š,p + ôl — x € Ja, bl. 


Segue de C) que 


x€ |р— бур + ó[ = f(p) — e< f(x) < f(p) + e. 


Logo, f é contínua em p. E Solução 


EXEMPLO 5. Seja r > 0 um real dado. Suponha que, para todo є < r, e > 0, existe um Precisamos mostrar que dado e > 0, existe um intervalo aberto /, contendo 1, tal que 
intervalo aberto 1, com p € 7, tal que para todo x Є D, хет Р) еро) «fü) + e 
xefesfi)- ecfo <) e Vamos resolver a inequacáo f (1) — e < ГО) < f (1) + e. 


Prove que f é contínua em p. Temos 


Solução ftD-e<fty<iD+esl-e<xê<citeol-e<x<Ire. | 


; : £ ! Т ЯМ ар, уу, - 
Precisamos provar (tendo em vista o exemplo anterior) que, para todo e > 0, existe um; omando-se / = Wi — e, dI Fel, 1 € /, 


intervalo aberto !, com p € 1, tal que para todo x em D, 


el -e< Dte 
El => fp) – <Р) < (p) + e x€1=/0)- <) <) + e 


Logo, f (x) = x? é contínua em 1. 
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Observação. Tomando-se ó = mín En +e-11-31- 2 Como f(x)= | рагах < 1 ef (1) 22, tomando-se e= E (0u0 « e « 1), paratodo 8» 0, 


1-8«х«148-/0)-є«/(0«/0()46 n ees ЯЕ 
EXEMPLO 7. Prove que f (x) = x! é contínua. 


Solugáo 


Precisamos provar que f é contínua em todo p real (D, = R). 4 
Primeiro vamos provar que f é contínua em 0. Convém, aqui, usar a definição em nota-: 
ção de módulo. Vamos provar, então, que dado e > O existe д > 0 tal que 


1х=01<8 5 12 -01«« 


y 


Para se ter | x | < e, basta que se tenha | x | < 4€. Tomando-se 8 = Je 


1х=01<8 5152 - 01e 


5 " H 1 
e 1 não está entre f (1) — 3 ef(l) + 2: Logo, nào existe 6 > 0 que torna verdadeira a 


Logo, f(x) = х2 é contínua em 0. M 
afirmação | 


Vamos provar, agora, a continuidade de fem todo p # 0. Temos 


Р 2 2 2 
)-є«/0)« tee -ELX < + є. m М 

fe ТЕ Fe) p Р VEDp1-8<1<1+8=>f0)- + «fQefo 1. 
Para € < p2, e > 0, s 
Portanto, a função dada não é contínua em p = 1. Observe que fé contínua em todo p + 1. 
19 " 

O próximo exemplo destaca uma propricdade importante (conservação do sinal) das 
funções contínuas. Tal propriedade conta-nos que se f for contínua em p е f (p) + 0, então 
existirá um ó > O tal que f(x) conservará o sinal de f (p) para p — 8 < x < p+8x€ р, 


m em 
p-exxd«pteeodp e <lxl< үр? + є. 


Se p > 0, tomamos 7 = №2 = e, dp? + ef assim 


Elsp- є< х <р? + є 


Se p < 0, tomamos / = | -p° +e, -Jp - e [, assim 
хЄї-эр -є«х єр є. 
Logo, f (x) = 22 é contínua em todo p real. (Interprete graficamente.) 


EXEMPLOS. f(x) = R E 2 


é conti = 1? Justi 
é contínua em p = 1? Justifique. f contínua em p e f (p) > 0, J contínua em p e f (p) < 0, 
Solucáo existe 8 > 0 tal que existe 8 > O tal que 

çi р-8<х<р+б=э f(x) > 0 р-8<х<р+8=ж f()«0 


Intuitivamente, vemos que f nào é contínua em p = 1, pois o gráfico apresenta “salto” 
neste ponto. Para provar que f não é contínua em p = 1, precisamos achar um € > O para oj 
qual não exista ó > O que torne verdadeira a afirmação 3 


EXEMPLO 9. Seja f contínua em р ef (p) > 0. Prove que existe 5 > O tal que, Vx € Dr 


“кє р1—8<х<1+ 8 /(0-є</0)</(@) + e. pr 8<х<р + 8 > /(ху) > 0. 
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Solução 
Como, por hipótese, f é contínua em p, dado e > 0, existirá 8 > 0 tal que Vx € D, 
O p-ó«x«ptà-f(p)-e«fo)«fQ + є 


Como para rodo e > 0 existe 8 > O tal que (1) ocorre, tomando-se, em particular, 
e = f (p) (por hipótese f (p) > 0), existirá um 8 > 0 tal que, Vx € Ру, 


р-—8<х<р + 8 = }(р) }(р)<}](х) <) 70) 
e, portanto, 
рР—8<х<р+ 8 =» f(x) > 0. 


De modo análogo, prova-se que se f for contínua em p e f (p) < 0, entáo (neste caso basi 
tomar e = —f (p)) existirá ó > 0 tal que 


р—8<х<р+8 ә f@) < 0. 


Exercícios 3.2 ша = 


1. Prove, pela definição, que a função dada é contínua no ponto dado. 


а)70) = 4x- 3emp=2 DIO=x+1lemp=2 
c) f) = —3xemp = 1 DIO) emp = 2 

eft) = ешр=-—1 0709 = үх етюр = 4 
ӨЛӨ) = Ух emp = 0 ЮО) = Mx emp=1 


2. Prove que f(x) = L é contínua em todo p + 0. 
x 


3. Seja n > О um natural. Prove que f (x) = x" € contínua. 
4. Prove que f(x) = "Ws é contínua. 


2x sex&l 
E A 2 er 
5. fio | х»? contínua em 1? Justifique. 


6. Dé exemplo de uma função definida em Ё e que seja contínua em todos os pontos, exceto el 
-1,0,1. 


7. Dê exemplo de uma função definida em R e que seja contínua em todos os pontos exceto nt 
inteiros. 


1 sexEQ 


-1 sex € Q Mostre que f é descontínua em todo p real. 


8. Seja f dada por f(x) = | 


9. Determine o conjunto dos pontos em que а fungáo дайа é contínua. 


a) Rx) = [x1 onde [x] = máx (n € Z | n < x) (Função maior inteiro.) 
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b) ро) = x — [x] 


> E El 
orme [ $183 


х2-1 sereQ 


as sex £ Q 


10. Dë exemplo de uma fungáo definida em R e que seja contínua apenas em —1, 0,1. 


11. Determine L para que a fungáo dada seja contínua no ponto dado. Justifique. 


2-4 
2 fO) = сео: se x #2 iia 
L sex=2 
[22-х 
Ыр) =) ЕЕН 
| L sex=0 


12. Dë o valor (caso exista) que a fungáo dada deveria ter no ponto dado para ser contínua neste 
ponto. Justifique. 


а) g(x) = 


b) jo) = X 


ajas emp=0 
x 


2 


e +3 
8 
ао) = ICA DES 
4 sex=3 
x sex«i 
209-11 sex] emp=1 
x 
2: 
A о) = emp = 2 
2; 


13. Sabe-se que f é contínua em 2 e que f (2) = 8. Mostre que existe $ > O tal que para todo x € Ds 
2-8«х«2-6- (0) > 7. 
14. Sabe-se que f é contínua em 1 e que f (1) = 2. Prove que existe r > O tal que para todo x € р; 


1 <a<l+ E: 3 
рэн he < <—. 
r 2 4) 


15. Seja fuma função definida em R e suponha que existe М > Otal quel f(x) – (р) = M Ix — pl 
para todo x. Prove que fé contínua em p. 


16. Suponha que ! f (x) — /(1)1 (x — 12 para todo x. Prove que fé contínua em 1. 
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17. Suponha que | f(x) | < x para todo x. Prove que f é contínua em 0. 
а) 
x sexeQ 


é contínua em 0. 
—х sex€Q 


18. Prove que a função f(x) = | 


19. Sejam fe g definidas em R e suponha que existe M > 0 tal que (х) —f(p) | MI g (x) — 2(p) | para 
todo x. Prove que se g for contínua еш р, entáo f também será contínua em р. 1 


20. Suponha f definida e contínua em R e que f (x) = 0 para todo x racional. Prove que f (x) = 0 
para todo x real. 


21. Sejam fe g contínuas em R e tais que f (х) = g (х) para todo x racional. Prove que f (x) = g (x) » 
para todo х real. 4) 
22. Suponha que fe g são contínuas em R e que exista a > 0, a = 1, tal que para todo r racional, 
+ f( = a е g (p) = al. Prove que f (x) = g (х) em R. 


кә 
o 


.Seja f(x) = x + 15 Prove 
x 


олго - fois (1+1) J Dl pato | 
" Na situação (a), f não está definida em p, mas existe L que satisfaz a propriedade: 


Ё 1 
© т ipa À 2 para todo e > 0 dado, existe ó > O tal que, para todo x € Dy, 


c) fé contínua em p = 1 


24. Seja f(x) = x? + x. Prove que p-ô<x<ptôxrépoL-e<fQ)<L+e 


ау1709-1(2)1«5201х-21рагай «х 3 
Б) fé contínua em 2 Na situação (b), f está definida em p, mas não é contínua em p, entretanto existe L satis- 
fazendo (1); observe que neste caso a restrição x + p é essencial. Na situação (c), f é contí- 
nua em р, assim L = f (p) satisfaz (D. Finalmente, na situação (d), não existe L satisfazendo 
(Dem p. 

A propriedade (1) é equivalente a | 


1 
25. Prove que f(x) = x + — é contínua em 1. 
y? 


1 
26. Prove que f(x) = x + — é contínua em todo p > 0. 
x 


para todo e > O dado, existe 5 > O tal que, para todo x € D. 


O<lx-pli<ô>IfW-LI<e 


27. SejamfQ) = x ep #0. 


а) Verifique que | — p? 1 7p2 |x —plpara lx |< 21р! 
b) Conciua de (a) que f é contínua em p 


Observeque0 «Ix —p| < 8 @p — 6 < x < p +, x £ p. 

Vamos provar a seguir que existe no máximo um número L satisfazendo a propriedade 
Е А acima. De fato, suponhamos que L, e Ly satisfaçam, em p, a propriedade acima; então, рага 
3.3. DEFINIÇÃO DE LIMITE todo e > 0 dado, existem 8, > 0 e 8; > 0 tais que 

Sejam f uma função e p um ponto do domínio de fou extremidade de um dos inter- 
valos que compõem o domínio de f (veja o final da Seção 3.1). Consideremos as situa- 
ções a seguir: 


0«1х-рЇ« 8 = if(@) - L I< 6 


0<1х=рі< бу = 170) - L, l< e; 
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tomando-se 8 = mín {ô}, 65) 


0«1х-р1«8-170)-141« ee l|f@)— L;l«e 


Das hipóteses sobre p e sobre o domínio de f, segue que existe xy € D; com 0 < lx — pl« 8; 
temos: 


IL 7 Lo 1=1L; $69) + fig — El S | Li — fol + fO) — Lal. 


Assim, para todo e > 0, 
IL, - Li «26. 


Logo, L, = L,. 


De acordo com a definição que daremos a seguir, o único número L (caso exista) satisfa- 


zendo (1) € o limite de f (x), para x tendendo ap: lim f(x)= L. 
x>p 


Definição. Sejam fuma função e p um ponto do domínio de f ou extremidade de um 
dos intervalos que compõem o domínio de f. Dizemos que f tem limite L, em р, se, 
para todo e > O dado, existir um 6 > O tal que, para todo x € Dy, 


Oclx—-plc8-2 lf(t)-Ll«e 


Tal número L, que quando existe é único, será indicado por lim f(x). 
xp 


Assim 


Ve>0,35>0 tal que, para todo x € Ру 


lim ro=rel 
O<lx—pi<8= fG)- LlI< e. 


хәр 


lim Ло) = L 
хәр хәр 
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i 


| 
? 
' 
I 
| 
Р 


f não tem limite 


lim f(x) = fip) 


хэр стр 


Observações. 


1. Suponhamos f definida em p. Comparando as definições de limite e continuidade, re- 
sulta 


fcontínua em p & lim f(x)= f(p). 
хәр 


2. O limite de fem p não depende do valor (caso festeja definida em p) que f assume em p, 
mas sim dos valores que fassume nos pontos próximos de p. Quando estivermos interessa- 
dos no limite de fem p, basta olharmos para os valores que f assume num “pequeno” inter- 
valo aberto contendo p; o conceito de limite é um conceito local. 


3. Sejam fe g duas funções. Se existir r > O tal que f(x) = g (х) parap — r < x < p + r,x +p, 


ese lim g(x) existir, então lim f(x) também existirá e 
хәр хәр 


lim f(x)= lim g(x). (Por qué?) 
хәр xp 


EXEMPLO 1. Calcule lim k (K constante). 
хэр 


Solução 


O que queremos aqui é lim f(x), onde fé a função constante f(x) = k. Como f é con- 
x 


1 
Эр 
tínua em todo р real 


lim k= lim f(x)= f(p) = Е 
RP 


xp x 
isto €, 
lim k=k 
х-эр 
(О limite de uma constante é a própria constante.) " 
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EXEMPLO 2. Calcule lim (3x — 2). 
x— 2 


Solução 


f (x) = Зх — 2 é uma função afim, logo, contínua em todo p real, em particular em p = 2; 


assim 


lim (3х-02)-/(2)-4. 
x2 


v MAN 
EXEMPLO 3. Calcule lim 2-1 


cl AX | 


Solução 
" = 
— = x + | para x Z 1; g (x) = x + 1écontínuaem1,logo lim (x + 1) = g(1) = 2. 
C x1 | 
omo 
E ga) parax #1 
== it: 
e] g(x) para x 
segue da observação 3, que 
. x^ —]1 
lim = im CxK F D == 2 
x1 


2 
: = = | 
(2 é o valor que f(x) = p deveria ter em 1 para ser contínua neste ponto.) = 
x^ —1 

— = 1 

EXEMPLO 4. Calcule lim f(x) onde f(x) 24 571 hi 
x1 
3 sex = 1. 


Solucáo 


x? —] 
Para x = 1, f(x) = pora = x + 1; assim 
-— 


2 
| =] 
Am fou) Em = im G += 2 0) 


(Observe que f (1) = 3.) Pelo fato de am f(x) * FA) segue que f náo é contínua em 1. m 
XA > 

EXEMPLO 5. As funções dadas por f (x) = x” e g(x)="x (п > 1 natural) sáo contínuas. 

(Verifique.) Assim 


lim x" — p", para todo p real, 
Ac Р 
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lim 4x = Hp, para todo p no domínio de g(x) = n| x 
E 


Provaremos, na Seção 3.6, quese lim Ё (х) = Це lim g(x)= Ly, então 
x>p x>p 
a) lim [f(x)+ g (x)] = Li + L5 = lim f(x)+ lim g(x). 
x— p X— p xp 
(O limite de uma soma é igual à soma dos limites das parcelas.) 


b) lim kf(x)=kL; =k lim f (x) (А constante). 
xp 


xp 


c) lim f(x)g(x) = Li: L; = lim f(x) lim g(x). 
хәр х ә р хэ р 


(O limite de ит produto ё igual ао produto dos limites dos fatores.) 


d) lim PDA desde que 15 + О. 
хэр 8(Х) L 


Por enquanto, vamos admitir tais propriedades e usá-las. 


EXEMPLO 6. Calcule lim (5x? — 8) 
x— 2 


Soluçao 
lim (5x? — 8) = lim 5x? + lim (—8) 
х — 2 x— 2 x2 
-5 lim x? + lim — 8 
x2 x2 
-5-2--8-32 
Assim, 


lim (5x? — 8) = 32. 


x2 


EXEMPLO 7. Calcule lim Ух — 3 


X— 3 х= 3 


29 
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Solução 


Como Jim (x — 3) = 0, a propriedade (d) nào se aplica. 
x33 


ух = 43 4x — 3 1 
ETE = - x£3 
c3 Дух ЙУ ЗУ Jura Т 


1 1 


lim == == 
x3 4x + (3 243 


segue-se que 


1 1 
lim ————- = lim - —. u 
x23 x—3 хэз ух 43. 243 


Deixamos a seu cargo verificar, por indução finita, que se lim AG) = 4, 
xp 


lim (х) = Lo... lim falx)= La, então 
xp хәр 


lim AORO +... + f,@)] = L + L> + + L, 


xp 


lim (AC. f, 00] = Lilo Ly 


xp 


para todo natural n z 2. 


dc. 
EXEMPLO 8. Calcule lim Ben 
хэрх 43x? +1 


Soluçao 


Como lim [f —2x + 1] = 0e lim [é + 3x? + 1] = 5 = 0, pela propriedade (d), 
хәр 1>1 


lim ————,—. = 
хэт 93x? +1 


х +1 
EXEMPLO 9. Calcule lim ——— 
хә-1х°+4х+3 


Solução 
lim (e + 4x + 3) =0, logo a propriedade (d) não se aplica. Como — 1 é raiz de xc 
х-»-1 


ledex? + 4х + 3, estes polinômios são divisíveis por x + 1: 


З= (+) о2- + lex + Ах+3 = (x DG +3). 
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Assim 
34 Da 
lim 2 1 = lim “ E 
хә-—1Х°+4х+3 х--1 x+3 2 
2. 3 2 
А x x+1_3 + x^—x*1 
туе; lm — —— = — e š r=ltalque———=— 
(ов хә-1 x t3 2 E sas PES 
3 232504 
-2<x<0,x+ — Ll; pelaobservacáo 3, lim NIE йш Ше im 2 хон 35 " 
x2-1x?-4x 43 vo x3 2 


me 
EXEMPLO 10. Calcule lim 22%. 


x22 x-2 


Solução 
x-2- fc? – 8253 = dix - 45) a? + Xx + Ya), 
Assim 
Ух — 2 1 
== == para x + 2. 
x-2 Ma? + 32x + 4/4 

Segue 

2o xx X32. 1 1 

lim | 


= lim = 5 
x22 122 1522 + ох +44 334 


O próximo exemplo mostra-nos que soma, produto e quociente de funções contínuas são 
contínuas. 


EXEMPLO 11. Sejam f, g contínuas em p e k uma constante. Então f + g, kfef- g são 
Ї 


contínuas em р: z também será contínua em p, desde que g (p) + 0. 


Solução 

Como fe g são continuas emp, lim f(x)= f(p)e lim g (x)= g (p). Segue das pro- 

| хәр x>p 
priedades (a), (b) e (c) dos limites que 

lim (70) 84001-- lim fw + lim 09-20) + g (p), 
хәр хәр хәр 
lim kf@)= k lim f@) = kf(p) 
x>p 


хәр 


lim /(х)в(х)= lim f@) lim g% = f @) g (p); 
xp xp xp 


` 
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logo, f + g,k fe f g são contínuas em p. 
Sendo g (p) + 0 


tim 9 = 70) 
хэр 8x) gp) 


f 


logo — é também contínua em p. mi 
8 


Deixamos a seu cargo verificar que se fj, f^, ...,f, (n = 2 natural) forem contínuas em p, 
então fi +f, +... T f,efi fa: fa .... f, também o serão. 


EXEMPLO 12. Toda função polinomial é contínua. 


Solução 
Sendo fuma função polinomial, existem n € N e números reais ay р 4, tais que 
ТО) = ар" tap +... + ay t ag 
assim f é soma de funções contínuas, logo fé contínua. . 


EXEMPLO 13. f dada por f(x) = 3х6 — i х5 + 42x + 43 é contínua, pois se trata de 


uma função polinomial. (Lembre-se: dizer que fé uma função contínua equivale a dizer que 
fé contínua em todos os pontos de seu domínio.) . 


EXEMPLO 14. Toda função racional é contínua. 
Solução 


Sendo f uma função racional, f = ын onde g e h são funções polinomiais. Assim, f é 
contínua em todo р que não anula o denominador, isto é, f é contínua. " 


3х5 + бх +1 


EXEMPLO 15. f(x)= 5 é contínua em todo p + +43. 
x e 


Solucdo 


fé uma função racional, assim fé contínua em todo p de seu domínio, isto é, fé contínua 
. 


Pu 


em todo p + +3 


EXEMPLO 16. Prove que 


lim f(x) 20 & lim lf(9l- 0. 
хэр хәр 
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Solução 


lim f(x)20 © 


xp 


Ve>0,358>0 tal que Vx € Dy 
0<lx—-pl<ó=>if00)-0l<e 


We>0,38>0 tal que Vx € Df 
OcIx-pl«8zllf(x)i-O0i«ce 


e lim IfQI=0. 
хәр п 


EXEMPLO 17. Prove que 
lim Р) = 16 lim f(p + h)= L. 
хәр h50 


Solução 


Suponhamos lim f(x) = L; assim dado e > 0 existe ó > 0 tal que 
хәр 


0=1х = plc82lf(x) - Lice 


daí 
O«cIRhI«c82ü0c«lpth-pl«á-lfipth-Ll«e 
ou seja, 
O<lhl<ô>sIfp+h-Li<e 
Assim 
lim f(p + А) = L. 
h50 
Verifique você a recíproca. и 


EXEMPLO 18. (Conservação do sinal.) Suponha que lim f(x) = L, com L > 0. Prove 
que existe à > 0 tal que, Y x € Df, ARP 


рРр-8<х<р+ ó,x £ p = }(х) > 0. 


Solução 
Sendo lim f(x) = L, para todo e > 0 dado existe 8 > 0 tal que, V x € D. 
хәр 
р- 8<х<р+ ё, х#рә L-e<f(x) < L+ e. 


Para є = L, existe ó > 0 tal que, V x € Р, 


p-ó«&x&pt&x*poL-L«foo«L-cL, 
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ou seja, fox + h) — Ро) 


4. Calcule lim ———— sendo f dada por 
p- 8<х<р+8,х=# p = }(х) > 0. Acro de 
: 2 
хо. a)f G) = x Бу) = 2⁄2 + x 
Exercícios 3.3 = оғо) = И аро) = -Eta 
1. Calcule e justifique. е) О) Ет РРО) = 35 +1 
li 2 b) lim (3x +1) 
a ini dud 5. Calcule. 
c) lim (4x t D d) lim 5 3 
+1 3 + 2 
Ses хэ 4) im = b) lim угу ыу 
e) lim 50 f) lim (Cx -2x +3) apa ed x20 33 + xt + x 
x>-9 ы! + D) 3 
2 23 Заг: t c) lim (x? + 3xh) d) lim EIA 
. mune = i 3 
2 2 aos E 
E "E ан! Е Vx = 3р 
i) lim 5 Л lin e) lim lim — SE үрж 
x>- 1353 x3 соз +9 ^m prt (p*o 
pos T ре 2 2 
im É i NER] 3 — 5x? + 8x — 
Ё m x3 fus mt х-3 8) lim y (р #0) h) lim жез а: 
І ; x22 x* — 5x -6 
4x1 [x-1 od. 
пут —— o) lim. — yia SET: 
IQ"! халаг хэ7 px + 714 
9x? -1 [x = 43 4214 
p) dim — 4) lim шаг mn нг = 
l 3x+l хәз 1-3 " 
хэ-= хәр 
53 СЭЛЖ E 
r) lim fx — 33 9 lim AE = 42 п) lim E (n > O natural) 9) lim 
Weydo xx 3 Ust deed COUR VP ihi 
уша 2263:-1 Ер Ух —1 LL т 
--т--2-0 н) lim ——————;- А ) 2 
хэр x42 xod 42x £3 —N5 р) lim 2-2 plm LLO uas fe) = À 
x39 x—42 xp x-p x 
2. Determine L para que a fungáo dada seja contínua no ponto dado. Justifique. 22 Я 
SQ 800 — (р) 1 +) = 
r) lim ESSE onde вх) = р 5) lim fe ti) fon nde fG) =x 2 ds 
хэхэ хәр х-р x h50 
y fG)- sexz2 enn 
Df x 2 2 Р 6. Prove que existe ó > 0 tal que 
sex= 
— 2 1 1 
хиа. 1-8«х«188-2-2«а4 +x< 247. 
b) fix) = mts se x= 3 emp 3 5 
1, dg xc» 7. Prove que existe 6 > O tal que 
dx — 5 5 
т se x5 К lox +3х 1 
оғо) = х+5 J em p = 1-5<x<1+8 A Б 
L se x= 
: 8. Sejam fe g definidas em R com g (x) # 0 para todo x. Suponha que lim = = 0. Ргоуе 
xt &. x 
ховил = ue existe 8 > 0 tal хэр 260 
3. f(x) 24 x+1 PEEL é contínua em —1?E em 0? Por qué? E AS 


2 se х=—1 0<!х-р!<8>1]/(х)1<1е(х)|. 
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9. Suponha que lim f(x) = L. Prove que existem r > 0, a e B tais que, para todo x € by, 
хәр 


O0<lx—pl<r= e< f (x) < f. 
Interprete graficamente. 


10. Suponha que lim f(x) = L. Prove que existem r > 0 e M > 0 tais que, para todo x € Ds, 
x>p 


0<1ix—=pl<r>alfidl=M 
11. Prove: lim /(х) = L < lim [f(x) - L] = 0. 
хәр хәр 


12. Prove: lim f(x) =L e lim 1/0)-11-0, 


хәр хәр 


-0‹е lim HA 
хэр lx pl 


13. Prove: lim feo 
хэрх-р 


14. Suponha que existe r > 0 tal que f(x) z Орага0 « Ix — pl reque lim f(x) = L. Prove 
que L > 0. RE 


(Sugestáo: Suponha L < 0 e use a conservacáo do sinal.) 


15. Suponha f contínua em К e f(x) > O para todo x racional. Prove que f (x) > O para todo x. 


3.4. LIMITES LATERAIS 


Sejam fuma função, p um número real e suponhamos que existe b tal que ] p, b [ C Dy. 
Definimos: 


lim х) = е 


xp 


V e> 0,36 > 0 tal que 
p<x<p+ó = 1р0) ~ LI < e. 


O número L, quando existe, denomina-se limite lateral à direita de f, em p. 


Quando x tende a p, pela direita, f (x) 


tendea L: lim f(x)-L 
x pt 
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Suponhamos, agora, que exista um real a tal que Ja, p[ С Dy. Definimos 


; 29 fV e> 0,382» 0 tal que 
im КОТА S 1, PR > Ifa- L <e 


xp S 


O número L, quando existe, denomina-se limite lateral à esquerda de f, em p. 


Quando x tende a p, pela esquerda, f (x) tende a L: 
lim fQ)=L 


хэ p- 


É uma conseqüéncia imediata das definições de limite e de limites laterais que se 
lim g (х) = Lese, para algum + > 0, f (x) = e (x) em Jp, р + rf, então 
хәр 

lim f(x) = lim g (x) = L. Se ocorrer f (x) = g (x) em Jp — r, pl, então 
op хээр 


lim fœ) = lim 203) = L. 


xp хәр 


EXEMPLO 1. Calcule lim f(x)e lim f(x), sendo f(x) = x? sex<] 
1 хә xol Ч 2x sex>l 


Solução 


lim f@) = lim 2x 22e lim f@)= lim x^ - 1. 
х1" xl xot xl 


н 
EXEMPLO 2. Calcule lim del e lim dl, 
150" x хәб x 
Solução 
ix! [Í 1 sex>0 
x -1 sex<0 
2 Ixi Р 5 txl : 
lim — = lim 1=1е lim — = lim -1=-1. и 


х-0" x 1>0 хәб x x>0 


| Teorema. Sejam fuma fungáo, р um número real e suponhamos que existam a е b 
tais que Ja, p[ e ]p, b[ estejam contidos em Dy. Então, 


lim Јо) = L e 


хәр 


lim х) = lim f(3)-L 


J admite limites laterais à direita e à esquerda em p 
e 
хэр! xp 
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Demonstracáo. Deixamos para o leitor. 


Observacóes 


1.Se lim f(x)e lim f(x) existirem e forem diferentes, então lim f(x) não existirá, 


xp Xp хәр 


2. Se existirem a e b tais que Ja, p[ e ]p, b[ estejam contidos em Dr e se, em p, um dos 


limites laterais náo existir, entáo lim f(x) náo existirá. 
хәр 


3. Se existirem reais r > Ое b tais que р, b[ C D; elo — r, pl Пр; Ф, então 


хәр 
Jb, pL C Dre Jp. p +r Пр; = Ф, então lim f(x) = lim f(x), desde que o limite 
E хәр хәр : 
lateral á esquerda exista. 
EXEMPLO 3. lim 11 existe? Por qué? 
хәб x 
Solugáo 
lim ши lim 1-1 e lim шив lim —1- —1. 
x20* X x30 x30 X 450 


5 Ixl N zs 15995 T 
Como lim —— + lim ,segue que lim —— não existe. 
хәб“ x хәб x>0 x 


lim f(x) = lim f(x), desde que o limite lateral à direita exista. Se ocorrer 
хәр“ 


Exercícios 3.4 ==" 


1. Calcule, caso exista, Se nào existir, justifique, 


FEST TN 
a) lim — i b) lim — " 
rollo X— хэ! X— 
o ICO FO) мэнгэ 
arim, х-1 onde f(x) = 2x se x<l 
EET 
d) lim Nx e) lim 2 
2.250 x21 x— 
ans [09 7 fO _[х+1зех>1 
Р Ын ed onde f(x) — 3i aael 
2-2x+1 Ix —11 
8) lim — h) lim — 
x2 х= x23 x— 
ax FO) = JO) EF se x«l 
Dim gs onde = руе хэ1 


x sex>2 


р tim 80780) onde gía) = 13 


хәз x-2 ¡ace 
x)- 802. 
DE 800780) sendo g a função do item (7) 
хэ х 
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(х) — g(2 
m) lim 807-80) onde g é a função do item (7) 
122 xr 
2. A afinnação 


* lim f(Q)- lim f(x) = f contínua em р” 
xp хәр 


é falsa ou verdadeira? Justifique. 


х2-3х-2 


3. Dada a função f(x) = ——ə., verifique que lim f(x) = lim f(x). Pergunta-se: 
x-l x21* хә 
fé contínua em 1? Por qué? 


4. Dê exemplo de uma função definida em R, que não seja contínua em 2, mas que 


lim f@)= lim f(x) 
527 


x22 
5. Suponha que exista r > Otal quef (x) > Oparap < x < p + r.Proveque lim f(x) z О desde 


que o limite exista. rp 


6. Sejam f uma função definida num intervalo aberto Јер € 1. Suponha que f (x) < f (p) рага 


х)- 
todo x Є І. Prove que lim 409 - АР = 0 desde que o limite exista. 
хәр kp 
(Sugestão: estude os sinais de lim Je) Hp) ede lim Se) Hp) 
хэд EP хәр х-р 


3.5, LIMITE DE FUNCAO COMPOSTA 


Sejamfe g duas funções tais que Imf C D, onde Imfé a imagem de f. ou seja, 
Imf= (f(0)1x€ Dg. Nosso objetivo é estudar o limite 


lim g(f(x). 
хәр 


Supondo que lim (х) = a é razoável esperar que 
хэр 


0) lim g (f(x) = lim g(u) 


хәр usa 


desde que lim (и) exista (observe: и = f (x); и — a para x — p). Veremos que (1) se 
ud 
verifica se g for contínua em a ou se g n&o estiver definida em a. Veremos, ainda, que se g 


estiver definida em a, mas não for contínua em a ( lim (и) + g (a) (I) se verificará desde 
ua 


Que ocorra f (x) * a para x próximo de p. Os casos que interessaráo ao curso sáo aque- 
les em que g ou é contínua em a ou nào está definida em a. O quadro que apresenta- 
105 а seguir mostra como iremos trabalhar com o limite de função composta no cálcu- 
o de limites 
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lim F(x)=2? 


x>p 


Suponhamos que existam funções g (и) e u = f (x), onde g ou é contínua em a ou nào 
está definida em a, tais que 


F (x) = g (и) onde u = f(x), x € Dp lim f(x)= a (иэ a para x— p) 
хәр 


eque lim g(u) exista. Então 
usa 
lim F(x)= lim g(u) 


хәр usa 


Vamos antecipar alguns exemplos e deixar para o final da seção a demonstração da va- 
lidade de (1), ; 


EXEMPLO 1. Calcule lim | х 


x1 


Solucáo 


Assim, 


нә? 


2.7. - 3, 
lim E + = lim Vu = 42. 


534 = 
EXEMPLO 2. Calcule lim Ponele 
xl x 


Solução 
Façamos u = 3 — x^; assim 


(3 —х3)#—16 ul — 16 


31 2 , com # = 3 — x3, x £ 1. 
X = и 


Para x — 1, и — 2. Então: 


. Ox 16. ut-16 
lim 5 = lim 
x>1 ST кэ? 2—u 
ES 2 
zs (и — 2)(и + 2)(u2 + 4) 
422 2-и 


=- lim (u + 2)(и2 + 4) = —32. 


u22 


EXEMPLO 3.Calcule lim 
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yx+2-1 


х--1 x+l 


Solução 


3 


Façamos и = {х + 2; assim x = w' — 2. 


—_и={х+2,х#-1. 


cdm ct d 
«lu =} 
P и—1 
= lim —— 
usi (и = 0) (02 +и+1) 
=1 
E 
Assim, 
3x+2 — 
tim 3522711 š 
x>-1 х +1 3 
EXEMPLO 4.Se lim f(x) = L, então lim [/(х)]? = 12. 
хэр хэр 
Solução 
Como & (u) = и? é contínua (veja Exemplo 7-3.2) 
lim [/(x)]2 = lim и? = 12. в 
хәр uL 


EXEMPLO 5. Suponha g (x) # 0, para todo x € D, L*0e lim g(x) = L. Prove que 


хәр 
dup dos 
хэр (x) L 
Solução 
1 1 
= — onde u = ED. 
FINT onde и = g (х), x A 


1 
Como h(u) = — é contínua em todo и + 0 (veja Exercício 2-3.2), segue-se que 
и 


š 1 ue f $ 
lim = lin — =, 
хэр g(x) uəLu L 


Observação. Se lim g(x) = L, L + 0, pela conservação do sinal, existe r > O tal que 
xp 


gQ)*0paa0 «Ix -pl rx € D, 
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Como o conceito de limite é um conceito local, segue-se que a hipótese g (x) + O q 
aparece no Exemplo 5 é dispensável. Assim, 


lim g@)= L. L 0 => lim d 
хэр хәр g(x) L 


Vamos, agora, demonstrar (Т) no caso em que g é contínua em a. 


Teorema 1. Sejam fe g duas funções tais que Imf C D, Se lim f(x) = aegcon- | 
tínua em a, entáo, хэр 


lim g(f(x)- lim а(н). 
хэр 


иза 


Demonstração 


Sendo g contínua em a, lim g (u) = g (a). Precisamos provar que, para todo e > 
dado, existe 8 > O tal que "^ 


0-1х-р1«68- g(a)—-e«g(fQ)) < g (a) + e 
Como g é contínua em a, dado є > 0, existe бу > 0 tal que 


Ө! а-8у<и<а+ Š, = gía) — e < glu) < gla) + e. 


Como lim f(x) = а, para o 8, > O acima existe $ > 0 tal que 
хәр 


O 0<1х-р1<6 >a- «f()«a- 8). 
De @ e @) segue-se que 
OxIx—-pl«82 g(a) – e< gf) < g (а) + e 


Observação, O teorema acima conta-nos que, se g for contínua em ае lim f (x) = aj 
хәр 1 


então hm g(f@)) = g(a) = g( lim fQ)) oque nos mostra que os símbolos lim e gi 
хәр хәр 


хәр 


podem ser permutados em lim g (FG): 
хәр 


lim gf) = & lim f Q9). 
хәр xp 
O próximo exemplo nos diz que composta de funções contínuas é contínua. 


EXEMPLO 6. Sejam fe g tais que Imf C D Se f for contínua em p e g contínua em f (p). 
então a composta h (x) = g (f(x)) será contínua em p. 


Solução 


lim g(@) = 5 ca Fo) = 8 CP 


хәр 


logo, h (x) = g (f œ) é contínua em p. Г 
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Teorema 2. Sejam f e g duas funções tais que Imf C D, dm Ро) = ае 
lim g (и) = L. Nestas condições, se existir um » > O tal que f (x) # a para 
репо ца 
lim g (700) = lim gu). 
хәр иза 
Demonstração 
Como lim g (u) = L, dado e > 0, existe ë, > O tal que 
5 
O : 0<1и-а1< бу = !g()-LI«e. 
Como lim f(x) = a, para o ó, > 0 acima existe 8, > 0 tal que 
x5p 
@ OcIx—-pl«àjy = !/(х)-а1< ô. 
Tomando-se 8 = mín (65, r), segue de (2) e da hipótese 
[9] OxIx-plxó-0xlf)-al«à,. 
De (D е resulta 
OxcIix—-pl«ó-2lig(fxp-Li«e. 
Assim, 
lim (0) = L= lim g (u). Li 


хәр uoa 


Observação. Se g não estiver definida em a, segue-se da hipótese Imf C D, quef(x) + a 
para todo x € Df. Assim, neste caso, a condição “existe r > O tal que f (x) + a para 
0<1х = р1< 7" dispensável. Entretanto, se g estiver definida em a, mas não for contínua 
ema, tal condição é indispensável como mostra o próximo exemplo. 


EE 
EXEMPLO 7. Sejam fe g definidas em R e dadas por f(x) = le g(u)= 5 ! BE E i i 


Temos 


lim fo) 516 im 8 (и) = 2. 


хәр 
Como g (ГОО) = 3 para todo x, segue que 


lim 2 (£6) + Nite 8 (u). 
иэ 


хэр 


Este fato ocorre em virtude де náo estar satisfeita a condição “existe r > 0 tal que f (x) + 
Ipara0<lx—pl<r. = 
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Exercícios 3.5 


1. Calcule 
3+1 4x1 53-2 
a) lim 32 pim NETO 
хэ} x+1 1>1 aco 
+72 — 3/3x+5—2 
с) lim —— e d) lim 
x31 qi x31 x!-1 
2. Sej : ЈО) 
. Seja f definida R. Suponha que lim —— = 1. Calcule 
x0 x 
2 
aj dug 95. by tim LED 
x50 x x>0 x 
2-1 7 
o tim 2020 dy tim 200 
хэр x-l хәб 3х 
Го) — f(p) 


3. Seja f definida em R e seja p um real dado. Suponha que lim 
хәр šop 


im ЖР b) — f(p) fip + 31 0) 


a) li b) lim 
^30 h h50 h 

o tim 2Р5Ю-1Р-9 aus DEE 
h50 h h>0 h 


= L. Calcule 


3.6. TEOREMA DO CONFRONTO 


Teorema (do confronto). Sejam f, g, h três funções e suponhamos que exista r > O 
tal que 
10) «а 0) 505) 
para 0 < | x — pl < r. Nestas condições, se 
lim fG)=L= lim ЁО) 
хәр хэр 
entáo 


lim g() = L. 


хәр 


Demonstração. (Veja Seção 3.9.) 
EXEMPLO 1. Seja fuma função e suponha que para todo x 
Род 22. 
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а) Calcule, caso exista, lim f(x). 
x20 
p) fé contínua em 0? Por quê? 


Solução 
а) ES e =02 уо) = Z. 2 
Como lim — д^ = 0 = lim х segue do teorema do confronto que 


x>0 x50 


lim 70950. 


150 


b) Segue de (a) que f será contínua em 0 se /(0) = 0. Pela hipótese, | f(x) | = e para todo 
x, logo, | f (0) ! = Ое, portanto, f (0) = O. Assim, 


lim f(x) = 0 = f (0), 
x50 
ou seja, fé contínua em 0. . 


O próximo exemplo nos diz que se f tiver limite O em p e se g for limitada, então o pro- 
duto f - g terá limite 0 em p. 


EXEMPLO 2, Sejam f e g duas funções com mesmo domínio A tais que lim f(x) = Ое 
18 (x) | = M para todo x em A, onde M > 0 é um número real fixo. Prove que 

lim f (x)g (х) = 0. 

хәр 
Solução 

Ра) 8 (о) = ТРО) Па 0015 MIfG)I 
para todo x em А. Daí, para todo x em А 
—-M foo < fo) g (0) s MIfO)I: 
De lim f(x) = O segue que 2T М17С01-0с lim -MIfG)1= 0. Pelo teorema 


хәр хәр 
do confronto 


lim f(x) g (x) = 0. a 
хәр 
EXEMPLO 3. i 2, = 1 sexeo 
AS d 8 0) onde g(x) bs se x€ Q 


Solução 


int. = 0; como шин 8 (x) não existe (verifique) não podemos aplicar a propriedade 
> хә 


relativa a limite de um produto de funções. Entretanto, como g é limitada, (lg (x) | 1 para 


todo х)е lim = 0, pelo exemplo anterior 
150 
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Jimitada 10. A afirmação 


“lim Ifi)! 21LE > lim О) = L” 


хәр А хәр 
é falsa ou verdadeira? Por qué? 


11. Dê exemplo de uma função f tal que lim |f(x)| existe, mas lim f(x) não exista, 


Exercícios 36 === = AAA tp хэр 
2 ЛФ) a A00 
-1 үе: —— = —— = 
1. Seja fuma função definida em К tal que para todo x # 1, = +3x< fO) < 3 C 12. Prove: No h 0 m 181 Е 


х- 


cule lim f(x) e justifique. EE ак 
xl 


2. Seja f definida em R e tal que, para todo x, f(x) — 31 21x — 11. Calcule lim f(x) 37. CONTINUIDADE DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
151 À 


Justifique. Lembrando que sen (— x) = —sen x, segue da propriedade (5) da Seção 2.2, que existe r > 0 
tal que, para todo x, com I x | < r, 
3. Suponha que, para todo x, | g (x) | = х^. Calcule lim 80). 
x30 x Ф | зеп х1 <= 1х1. 
4. a) Verifique que lim sen I n&o existe. (Interprete geometricamente esta desigualdade.) 
x20 x Vamos, agora, utilizar (1) para mostrar quc 
1 
b) Calcule, caso exista, lim x sen —. (Justifique.) @ Isenx —senp| € Ix — pl 
1>0 x 
= f0 ara lx — рі < 2r. Temos 
5. Calcule, caso exista, lim JO) - HO) onde f é dada por р e 
x— 0 х-0 
1 І зеп х — senpl= 12 sen 22. cos ЕР] = 2 sen thes zB. 
1 
anat no sexx*0 a за 
0 sex=0 0 СО De Icos 52-21, segue 
6. Sejam fe g duas funções definidas em R e tais que, para todo x, [g GO]! + (001 = 4. Cale 
e justifique. @) зеп х — sen p| = 2 Isen 222 5 Р, 
Н 3 A Sh m 
a m х7 809) b) dim, JG) сайны De (1) segue que, para lx — p | < 2r. 
7. Seja f definida em R e suponha que existe M > 0 tal que, рага todo x, If (х) — f£ (pui MI x x-p х-р 
pa @ Isen — Lx ||. 


a) Mostre que fé contínua em p. 


(x) = 
b) Calcule, caso exista, lim 40) - fü» 
хэр XP 


De @ e @ resulta 
1 ѕеп х —senpl &Ix — pl 


8. Sejam a, b, c reais fixos e suponha que, para todo x, la + bx + од = x 8. Prove que a = b = 
с=0. 


paralx — pi « 2r. 
Fica a seu cargo mostrar que 


9. Prove: lim f(x) = L => lm If(x)l = ILI. 


@ Icosx— cospl=lx— pl 
хәр хәр Р Р 


i аг: = 2 
(Sugestão: verifique que M f (X) | — IL II = 1f () — L e aplique o teorema do confronto.) Paralx — p| < 2r. 
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Teorema. As funções sen e cos são contínuas. 


Demonstração 
Seja p um real qualquer. Por (2), 
Isenx — senpl €Ix — pl 


paral x — pl < 2r. Como lim (x — p) = 0, segue, do teorema do confronto, que 
хәр 


lim (sen x — sen p) = 0, 
хәр 
ou seja, 


lim sen х = sen p. 
хэр 


Logo, sen x é contínua em p. Como р foi tomado de modo arbitrário, resulta que sen x 
contínua em todo p real, isto é, sen x é uma função contínua. Fica a seu cargo a demonstra. 


ção da continuidade da função cos. 


Deixamos a seu cargo provar, como exercício, que as funções tg, sec, cotg e cosec são, 


também, contínuas. 


3.8. O LIMITE FUNDAMENTAL lim зей = 


x>0 


Pela propriedade (5) da Seção 2.2 (veja justificação geométrica ao final da seção) existe 


r > 0 tal que 
O<senx<x<tgx 


para 0 < x < r. Dividindo por sen x 


x 1 
< 
senx cosx 


1< 
e, portanto, para 0 <х < r, 
.Senx . 


cos x < —— «1. 
X 


Por outro lado, 


4 - . sen (—x 
-г<х<0 > 0«-x«r > cos (~x) < S1 <. 
sen (—x) _ sen x 

Como cos (—x) = cos x e sen (Cx) sen 
E x 
sen x 
г< x < 0 = cos x < <1. 
x 
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Assim, para todo x, como O < | x | < r, 


sen x 


cos x < <1. 


Como lim cosx=1= lim 1, pelo teorema do confronto, 
x— 0 x>0 


sen x 
= 1 ou x = sen x. Inter- 


Observe que, para módulo de x suficientemente pequeno, 


prete geometricamente. 


5 
EXEMPLO 1. Calcule lim "9% 
x20 х 
Solução 
1 sen 5x _ y, 3,5 9E = ua зел 1 
x30 x x20 ox u-0 u 
u 
ou seja, 
jim CEE 25, п 
x20 X 
EXEMPLO 2. Calcule lim 100%, 
x0 x 
Solução 
1 1-cosx 5 1 — cos? х 1 . вєп2х 1 1 
lim 5 = lim 3 * = lim 3 ши 
x30 x x0 x l+cosx x20 x l+cosx 2 
jou up d E sp Q D ad А 
*хәо x? x>0l+cosx 2 


Justificação geométrica da propriedade (5) da Seção 2.2: 


tg x 


Se? X e área AOAT = mE (Veja figura na página seguinte.) 


área AOAP — 


Por uma regra de três simples calculamos a área a do setor circular ОАР: 
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2a rad — área т 


x rad — área а 


Portanto, área do setor circular QAP = = 


Assim, para 0 < x < (x é a medida em rad do arco АР), 


- OU 


2 


sen x < x < tg x. 


Exercícios 3.8 


1. Calcule. 


: tg 3x 
8) lim 
x0 sen 4х 


l—senx 


n) lim x z 
x>0 x 
ab 
р) lim 89 


x50 x + tg x 


2. a) Prove que existe г > 0 tal que 


b) lim 


хәб sen x 


na Senx 
d) lim ——— 
> XOT 


3x? 


A lim ————— 
x0 lg x sen x 

1 — cos x 

h) dim —= 


x0 x 


1 
Л lim x sen — 
x20 x 


m) lim 
хәр х-р 
" x +sen x 

o) lim E 
150 X“ — sen x 
2 тх 

4) lim 
хә1 х—1 

sen x 
cosx —1« -1«0 


para0 <іхі< r. 


x — sen x 


b) Calcule lim > 


150 х 


х 


sen (х? - р?) 
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3, Calcule. 
Күн заар йер 
is х-р b) lim — 
EE хәр х-р 
tg x Ep 


3.9. PROPRIEDADES OPERATÓRIAS. DEMONSTRAÇÃO DO 
TEOREMA DO CONFRONTO 


Teorema. Se k for uma constante, lim f(x)=Le lim g(x)= L, então 
хәр хәр 


a) lim FO+2(0)]=L+L,= lim РО) + lim g(x). 


хәр хәр хәр 
b) lim kfü@) = kL — k lim f(x). 
хәр хәр 


c) lim f(x) 8 (0) = LL, = lim f(x) lim g(x). 
хәр хәр хәр 

d) lim JD. ade desde que L4 Z 0. 
ope) АҺ 


Demonstração 


аір) + 20) - (L + Lp) is If — LI + | g (x) — L 1. Da hipótese, dado e > 0, existe 
6 > 0 tal que 


Ife) =LI<£ 
0O<lx-pi<ô > 2 
KORTES 


0<ix-pl< => ПРО) tgo- E+ L )| < e. 
b) Se k = 0, kf G) = 0 para todo x € Df. logo 


lim 470) 0-4 lim Дх). 


x>p хәр 


Se k + 0, dado e > 0, existe $ > 0 tal que 


0<1х—р1< 81/00 -01< E 
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daí 
O<lx—pl<6= IKa) kLI< є. 


4 


EXTENSÕES DO CONCEITO 


оров б) = 1 tft) + в WÈ- (6) — в Q1 (verifique). 
4 


lim FW + 2 G9 = [ lim (О) + g GI = (L + Ly) (veja Exemplo 4-3.5) 
хэр хәр 


lim (09-60 =L lim Fo) — ¿7 = E- 0 


хәр хәр 
Daí L 
. Бог ғо) о) = 1 KL* L E- = LL. DE IMITE 
m LD р уа Fs AL 
2) m m E E Хэн gx) L L : 


Demonstração. (Veja Exemplo 5 da Seção 3.5.) 


4.1. LIMITES NO INFINITO 
Demonstração (do Teorema do Confronto). 


Nosso objetivo, nesta seção, é dar um significado para os símbolos 
Como, por hipótese, lim f(x)=L= lim h (x), dado e> 0, existem ду > бе ó, > Otai 


x>p хәр lm f()-L 
que x— + 
0<1х-рі< бр L- еу) < +e (leia: limite de f (x), para x tendendo a mais infinito, é igual a L) e 
1 1 
lim Р) = Ё 
Р. x>o-. 


Definição 1. Seja f uma função e suponhamos que exista a tal que Ja, +] C Ds. 
Definimos 


0<1х-р1< 4 = L—€6e<h(x) <X L +e. 
Tomando-se ô = mín (51, бэ, r) vem: 


0<lx—pl<à= L-—e<f() Sga) <= Л (д) < L +e: 


V € 0,3677 0, com à > a, tal que 
lm рО) = 


а x>ô»L-e<f()<L+HE 
logo 256 NN 
0<1х-рі<8 51 - е< (х) <1 +6, 
ou seja, 
lim g(x)= L. 
хәр 


| 
Definição 2. Seja f uma função e suponhamos que exista a tal que ]J—%, | C Ру. | 
Definimos | 
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lm f@)=L e 


хэ-® 


22 


x<-ô5L-e<fiy)<L+He 


EXEMPLO 1. Calcule lim E e justifique. 


xote x 
Solução 
. T" 21 : 1 
Quanto maior o valor de x, mais próximo de zero estará —: lim — = 0. 
X x>+ox 
Justificação 
4 1 
Dado € 0 e tomando-se ё == 
€ 
1 
x>8>50<-—<e 
x 
e, portanto, 
Logo, lim 
x5+e 


Deixamos para o leitor as demonstrações dos seguintes teoremas: 


Teorema 1. Sejam fe g duas funções tais que Im f C D e lim f@)=a 
x— += 


a) Se g for contínua em a, entáo 
lim g(f(x)- lim 00. 
x— +> usa 


b) Se g não estiver definida ет а ese lim g(u) existir, então 
ua 


lim g(fG) = lim 800. 
uoa 


x— +0 
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Teorema 2. Seja k uma constante e suponhamos que lim f(x)=L 
x2» 
e lim g(x)= L. Então 
х + 


a) lim 1РО) +g@)] =L + Li. 


х -э + 


b) lim (х) = lim f@)= kL. 
x+ 


x— +> 
c) lim fœ) gw) = LL. 

IE 
d) lim fo. E desde que L, + 0. 


xote g(x) L 


Observamos que os teoremas acima continuam válidos se substituirmos “x —> +00” por 
“ от" 
q — s 


p 1 
EXEMPLO 2. Calcule lim —, onden > 0 é um número natural dado. 


x>+o x 
Solução 
1 n 
lim —= lim (+) = lim u^ = Ü 
xote ХП x 4x X “30 


$ 4 
EXEMPLO 3. Calcule lim Cfr + 
roto 29) + x +1 


Solução 


Vamos colocar em evidência a mais alta potência de x que ocorre no numerador e proceder 
da mesma forma no denominador. Deste modo, irão aparecer no denominador e numerador 


a y 1 
expressões do tipo — que tendem a zero para x — +, o que poderá facilitar o cálculo do 
x 


limite. 
1 1 
č 5p 1 1 
ES 7 Ї +] еш р 
Moms. 05 E] e 122512 
хә+® 2x o x49 $ хә +> 2 
х5 |2+ ++ 2+—+— 
| x4 H x* y ч 
Exercícios 4.1 
1. Calcule. 
1 
4) lim US b lm — 
хэ +0 x“ x>-x% X 
3 
9 lim [5+> +51 d) lim [2-—] 
nci x x" хә += x 
+ 
€) lim 2c f lim ай 
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x4 х2 -2x 3 

g im —3————— 

x2-» 332 4 x 41 
E x 

i) dm ————— 

roto x^ +3x +1 


2. Sejam fe g definidas em la, + [etaisque lim 


fe 


. 05x* 2x 41 
h) lim EUER 
x9 4x" +3x + 2 
D lim 2х3 +1 
š xe x! +2х+3 


0, lim g()-0eg(0s0 


х + g(x) хә +> 


para todo x = a. Calcule, caso exista, lim f(x). 


xo +» 


5 x +3x-1 
3. a) Calcule lim тот ЛЫН 
x>+o 2x" — 6x +1 


b) Mostre que existe r > O tal que 


1 х +3х-1 3 
< 


x>r>-—< 


° 1+3 
4. а) Calcule lim ———— — 
х-эжэ x” + 2x1 


b) Mostre que existe r > O tal que 


x+3 
x>r=0< 


5. Sejam fe g definidas em [a, +=] e tais que f (x) > 0 e g (x) > 0 para todo x = a. Suponha que 1 


SQQ 109 
tim —— 
х-э+= gix) 


ble 


Conclua daí quese lim g(x)=0, então lim 


so +0 xod 


2х3 —6x*1 4 


xi4-2x-1 2. 
= L, L > 0. Prove que existe r > 0, r > a, tal que para todo x > r 


3L ` 
gG) < feo« > 80). 


1 


Ро) = 0. 
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4.2. LIMITES INFINITOS 


Definição 1. Suponhamos que exista a tal que Ja, +=[ С Dr. Definimos 


(a) lim Јо) = +o ә 
xote 


` 


хэбэ f(x)> є. 


(b lim fG@)=-—@% e 


xt» 


I aT E 


x>ó= f(x)< e. 


Definicáo 2. Sejam f uma fungáo, p um número real e suponhamos que exista b tal 
que ]p, b[ C Ds. Definimos 


Ve>0,36>0, com p + ó < b, tal que 
lim Р(х) = te e 


хәр Р<х<р+ё= fG)> e. 
га 
x 
Deixamos a seu cargo definir lim f@)= —, lim f(x) = +, lim ЈО) = —=, 
хәр x2-9 x-9 


lim О) = +e, lim f@)= -%, lim f(9=+=e lim f()=-> 
хэр хәр х-эр xp 


EXEMPLO 1. Calcule lim 1 e justifique. 


хәб x 


Solução 


м! 
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Justificacdo 


Dado є > 0 e tomando-se ё = E 


1 
O<x<ô>-— > є 
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md = lm ГРО) +g 05>% 
0 "d 
lm gG)--9 lim у(х) в (0) = +% 
3-5 хә += 
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Logo, 


EXEMPLO 2, Calcule lim x e justifique. 


xd 
Solugáo 


Dado e > 0 e tomando-se ó = € 


x> ó= x> e. 


lim f (x) = L, L real, lm f(x)g(Q)9-9 seL>0 
х + 


xote 
8) => 
lim g(x)=-x lm f(x)g(x)=+% seL<o. 
x= Fe 1>+. 


Demonstração. Para as demonstrações de (a) e (Б), veja os Exemplos 13 e 14. As demons- 
trações dos demais itens ficam a cargo do leitor. п 


Observamos que o teorema anterior continua válido se substituirmos “x — +00” por 
«х — —%@%” ou por "x — p*” ou por "x — p^" ou por “x > p”. 


Observação. O teorema anterior sugere-nos como operar com os símbolos +% e —ox 
+œ + (+0) = te, — + (--00) = —, L: (t9) = +% se L > 0, L: (+) = —= 
se L < 0, L - (—%) = ~x se L > 0, L: (—%) = + se L < 0, L + (49) = +e se L € R, 


Logo, L+ (—%) = —% se L € R, +% - (+00) = +00, (—00) - (—00) = +° e +00 > (—00) = —oo, 
lim x=+e. 
х9 + Indeterminações 
Teorema +® — uu p 0549, Z, 2, 1°, 09, «0 
= 
Е ОЕА EXEMPLO 3. Calcule lim х2. 
a) > х += 
li =+ li =+ p 
um 8 (х) = +0 ni Ро) 8 (x) = +оо Solução 
| ! lim x2= lim хохо. 
lim f(x)= L, L real, lim f(x)g(x)=+% seL>0 x— + xm и 
хә += хә + 
b) > EXEMPLO 4. Calcule lim (3х2 – 5x + 
lim g()=+> lim f()g(0=-% seL<0 жеше. ыш, анал 
х — + x>+0 
im (х) = ә Solução 
x— += | 5 2 
©) = dim fG)g()--e lim (3х2 5х +2) = lim els m3 + 
lim g (x)= +% po x+ x— += x x? 
х ә —% 
п 
, 3 33 
, dim ое LL tel, EXEMPLO 5. Calcule lim RO. 
d) > dim [f о) +8 09] + IS S А 
lim z(x)=+@ ERR Solução 
xo +0 
3 1 3 1 
р 3 
lim = L, L real, 3 S x [+] 1+ — +. 
ат) lim 3171. jm "Aa 2 3 ullas 
9) = lim [/(0+3(0]=-= хэ+=?х?+х+1 rote үд зж | хэлж (24114 2 
| lim g (x)=-0w xr x х2 | x x2 я 
х ә +> 
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O próximo exemplo conta-nos que, se f (x) tende a zero para x op? ese f (x) > 0, então, EXEMPLO 9. Sejam fe g duas funções tais que lim f(x) = L,L 7 0, lim, g@)= 0 


xp xp 
f tende a +% para x > pt. e que existe r > O tal que g (x) # 0 para p < x < p + r. Prove que, nestas condições, ou 
tim LO - +ou lim о) = —coou lim LO) não existe. 
EXEMPLO 6. Suponha que lim f(x) = 0 e que existe r > 0 tal que f(x) > 0 рага хәр 80) х-эр" 808) хэр? & G) 
хәр 2 
p <x<p + r. Prove que Solugáo 
im АЕ; ovarque lim f o nào pode ser finito. Se tal limite fosse finito, teríamos 
х-эр" f G) Basta provar q Ша р : 8 i 
Solução 
. lim f()= lim LO ¿09 =0 
- Pela hipótese, dado e > 0, existe б > 0, com ó < r, tal que хэр хэр 8 (х) 
que é uma contradição. . 


pxx«pt8os0cfg)cl 
€ 


daí 2-4 
1 EXEMPLO 10. Calcule lim 2 
— Ч D a gcsom ДО ТЕ 
X 
Logo Solução 
i 15 lim (2 + 3х) = 10е lim 02-4) = 0. 
Rg ЖЮ A Li x32 x2* 


Pelo exemplo anterior, o limite proposto ou é +, ou — ou não existe. Vejamos o que 
realmente acontece. Inicialmente, vamos separar o fator que é responsável pelo anulamento 
do denominador. 


EXEMPLO 7. Calcule lim š 
x»rtx-l 


Solução х?+3х _ 1 : x? +3х 


2-4 x-2 x+2 


x= 1>0parax>le lim, (x ~ 1) = 0, logo 


x>1 
243 5 
Como lim = +ое lim ES х = —, resulta 
lim = +00 x2* X— x32* x+2 2 
rsi х1 
Interprete graficamente. E 2 + 32 ! 1 1243 5 
Ju im = Х = lim 22 X = о: 2 = фос 
1 x22* x*—4 x52t х-2 x*2 2 
EXEMPLO 8. Calcule lim I 
хэр x-l ч 
3-1 


Solução EXEMPLO 11. Calcule ue TT 
х= 1<0раах<1е lim (x-1)=0, logo Р 
р Хим Solução 


Como 1 é raiz do numerador e denominador vamos, primeiro, simplificar. 


x-1 а-а жх) х?+х+1 
х? —2х +1 (х= 1)? sche 


Interprete graficamente. 
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Entáo: 


3-1 
lim 2 = 


= = lim dal) = +>: 3 = + 
rot X^ —-2x Fl хэг Х- 


322302 
EXEMPLO 12. Calcule lim — 
хэ-ю 2х7 +1 
Solução 
3 1 3 1 
3 
1 33222 x d+] p= +: 
lim — ҮН lim 2-2 Гэ = lm x u т^ =-0 
xo-e 255 +1 x-a ES хэ -% 2+5 
х х 


lim РО) = tee 


x>o+o 


EXEMPLO 13. Suponha que g (x) = +00, Prove 


lim 
хә + 


а) lim 
x— + 


FO + g О0) = +. 
b) lim f(9gQ)- +. 


x— += 
Solucáo 


a) Segue da hipótese que dado e > O existem ó, > Ое ó, > 0, tais que 


1>3=f0> 5 


1>0,>8 (z) > > 
Tomando-se ó = máx(ô,. 65) 


252 


1> беу) +80>5+ є. 


кә 


Logo, lim [f + g@)]= +=. 
xo + 


b) Segue da hipótese que, dado e > 0, existe ó > 0 tal que 


> ô> fa) > Ve ex > ô> gG) > Ve 
daí 
х> ó = f x) g G) > e 
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ou seja, 
lm fœ gw = +=. 


x— += 


EXEMPLO 14. Suponha que lim /f@)=L,Lreal.e lim g(x)= +. Prove 


x— +» х + 


a lim f@)g@)— + se L > 0. 
хә+=® 


p lim SQ = —% se L < 0. 


x— +> 


Solução 


a) Segue da hipótese que, dado e > 0, existem 8, > Ое 85 > O tais que 


xà fQ ex ge =. 
Tomando-se ó = máx(ó;, 5} 
х> 6= f (z) g (x) > є. 


b) lim 
x— += 


existe ô > O tal que 


= р) = —L> 0.Peloitema), lim -—f@)g@)= +. Então, dado e > 0, 
x— + 


x> Š= — f G) g @) > e. 
Logo, 
x>ôsflWg(W)<- є 


Exercícios 4.2 


1. Calcule. 
E 4 Ё Da ÉS 
a lim (х - 3g+2) b lim (5—-4xtx — X) 
x— do x>o+o 
с) lim (35 +2x+ D d) lim (-2х+3) 
Хо» хэ +o 
20 53 -6x+1 Жылы 
e) lim ET AR e ARE 
хэ+= 63342 rato 6х2 x +3 
20 5) + 7х3 2x43 
D dim == » lim > 
x2tx х" 2x t3 x-o x4l 
4 
5 Я x" — 2х +3 = 
i) dim IL j lim X 
x3-€ 3x* t 7x —1 хэ-х 32x 
" x+1 
0 lim ¿=> m) lim LES 
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8. Seja f œ) = а? + b +tex+ d, onde a > 0, b, c, d são reais dados. Prove que existem números 


. Гр n 
3 = +=, tural. й 5 
2. Prove que lim Nx œ, onde n > O é um natura теде ху е ху tais que f(x < Oe f (2) > 0. 


хэ +> 
3, Calcule. А fo 
9. Sejam fc g duas funções definidas em Ja, +>f tais que lim = += e g (x) > 0 para 
+1 E RE x>+o g(x) 
u ыг x+3 Ё bur auc todo x > a. Prove que existe r > O tal que para todo x > r, f (X) > g (x). 
x о £ ES = 
c) lim [2x-—.x2 +3] d) lm (3% +2) 
хӘ+= хэ +о 
e) lim (х= {х2 +3) A dim (rx +3) 4,3. SEQUÉNCIA E LIMITE DE SEQUÉNCIA 
x— +c х += 
y bm Qt КОЧ ED h) lm (x— 3% + 3х3) Uma segiiéncia ou sucessão de números reais é uma função n — a,, a valores reais, cujo 
хэ += x— += domínio é um subconjunto de N. As seqüëncias que vão interessar ao curso são aquelas cujo 
- 4. Calcule. domínio contém um subconjunto do tipo (n € N In = q) onde q é um natural fixo; só con- 
sideraremos tais sequências. 
a) lm, Sem b) la TS A notacáo a, (leia: a índice п) é usada para indicar o valor que a seqüéncia assume no 
x Sx + 
natural n. Diremos que a, é o termo geral da sequência. 
c) lim d) lm — 
1* 2x -1 x0 х Я T 
155 EXEMPLO 1. Seja a segiiência de termo geral а, = 2”. Temos 
2x +1 
i 200 201 = 22 
Коз i а) = 2,0 = 2 ,а = 2°, 
3 " 
8) lim 3 А А 
xo0* x^—x EXEMPLO 2. Seja a seqüéncia de termo geral s, = 1 + 2 + 3 +... + n. Temos 
E 3x+1 
i) ОРЕ 5р =15=1+25=1+2+3 etc. 
x 3 
2 Sejam m = n dois naturais. O símbolo 
¿ 2х + 3 ? x^ —3x 
D lim 7 m) lim 7 А 
x3101* x^ 1 x—3* x* -6x+9 X 
: 2х +1 o 2х41 „Сыек 
n) dim 7 o) lim 5 cum 
x3- x^ tx x20* x^ +x А 
К (leia: somatória de ay, para k variando de m até n) é usado para indicar a soma dos termos 
lim lim 4 8, , q ees t 
p Wm, d+ o Mmi ga TED im Cm + |° Um 2 n 
n 
9 lim 9 lm — Y a, = apt amat + ap 
x—-17 x05 x) —x ponit 
. 
5. Dê exemplo de funções fe g taisque lim f()=£,L%0, lim ¿()=0,mas 
f 0) хәр! хэр" EXEMPLO 3. 
lim_ nào existe. 
х-эр" 8 (х) 5 
6. Dé exemplo de funções fe g tais que lim f(x) = t9, lim (х) = +9 a) X ak =a + az + a4 + as. 
XO хэ += k=2 
e lim [fG)-— g] # 0. 5 x 
x> + A 
7. Dê exemplo de funções fe g tais дие Шш (х) = t, lim (0) = te k=1 
xt» х += п 1 1 1 1 1 
Pm D 9 > = + + +... + . a 
k=0k+L 041 1+1 241 n+l 


хэ+е g (х) 
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n Para todo є > 0, exist 
EXEMPLO 4. Seja a seqüëncia de termo geral s, = Y DEAN аа дш 


1 (B) lim а„=—=‹< 
шалан n > n = а, < —є. 
ШЕ; 
s= Y Е = 1. 
k=1 А 3 AA Dr 5 
i i Se tim а, = a, diremos que a seqüëncia de termo geral a, converge para a ou, sim- 
noto 
9 = = ЕЕ. i : 
2 2 1 2 plesmente, que a, converge para а e escrevemos a, >a. Se lim a, = +, diremos que 
nto 
fos $ ai 1+ 1 4 1 a, diverge para +% e escrevemos a, > +. Se lim а, = —%, diremos que a, diverge 
EL 2 3 й тоза 


para —°°. 


Observamos que as definições acima são exatamente as mesmas que demos quando tra- 
tamos com limite de uma função f (x), para x — +%; deste modo, tudo aquilo que dissemos 
sobre os limites da forma “ lim — f GO" aplica-se aqui. 


х-э + 
a 2n + 
EXEMPLO 6. Calcule lim 297 2. 
m 

Solução E z 
@ s =l1+r+É +... +n Р, Solução : 
Multiplicando ambos os membros por t, vem i 2п+3 _ + a 

p por t, lim = lim L-2 

PE n +1 note nt] noto | í Í 
@ бушаж + г +... Bü PC LL п 


Subtraindo membro a membro (1) e (2), obtemos EXEMPLO 7. Suponha que existe um natural n; tal que а, > b, para todo n > пу. Prove 


quese lim Ё, = +оо, епо lim a,=+%. 


sü-521-rm*! n+x noce 
logo Solução 
1—{" +1 
Sn = esp Como lim b, = 4º, dado e > 0 existe um natural ng tal que 


n>+e 


n 


Observe que s, é a soma dos termos da progressão geométrica 1, £, Р, P, mus n > nz = b, > є. 


Tomando-se ny = máx (n, n5) resulta 
Definição. Consideremos uma seqüéncia de termo geral a, e seja a um número real. 
n > пуа > b, >€ 
Definimos 
logo 
Para todo e > 0, existe um natural no tal que 3 
z А РЭ lim a, = +>. 
0) lim a,= ae n>+e " 
жр n?nmn-a-eca, «ate. 


Para todo e > 0, existe um natural nç tal que EXEMPLO 8. Suponha a 7 1. Mostre que 


Gi) lim a¿=+%e 
note n > no = а, >E. 


lim а" 
nocte 


+=. 
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Solução 


a = 1 + h. h > 0. Pela fórmula do binômio de Newton 
+ E n n 2 n 
(1 А)" (1) + (2)a 106 
daí 
AY Gp (1) san e t. 


ou seja, 
a" > 1 + nh para n > 1. 


^ Сотой > 0, lim (1 + пй) = +0; logo 
п — + 


lim а= +e (а> 1). E 


лэ +» 


EXEMPLO 9. Supondo 0 < b < 1, calcule lim b”. 


no += 
Solução 


28 : Ч р 1 5 
Inicialmente, observamos que se lim 5, = +%,entáo lim — = 0 (verifique). 


ne пЭ + Sp 


1 
De 0 < b < 1, segue que n > 1; entáo 


lim "= lim = 
пЭ + note ( 10” 
») 
1v 
pois, lim (5) = +% (Exemplo 8). .! 
nƏ+= Vb j 
2^ +1 


EXEMPLO 10. Calcule lim : 
note 3" + 2 


Solução 
1 1 
n A AE 
lim 2*1. tim [2] -—2% =0 
note 3" +2 no+% p 
an 


n 3 
pois lim 6 = 0 (Exemplo 9), lim ER =0e lim hn 0. п 
3 n>+o 2" 3" Я 


n— +00 


k 
EXEMPLO И. Calcule lim È pi 


n— +0 k= 0) 


Solução 
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үү+! 
гү зү гү aa 
А 8) шард гр () +... + (3) ES = (veja Exemplo 5). 


пЭэ+о k=0 n += 1-1 1-1 
2 2 
A igualdade 
n (yt 
lm Y |—|=2 
n>+ep=p12 
é usualmente escrita na forma 
1 1 1 
1+—+-——+..+—+...=2. 
2 22 2л " 
Exercícios 4.3 
1. Calcule. 
2n-3 2 
a) lim b) lim (m^-3) 


m : 
n>+ 2 + 3" 


п 
i) lim br fonde0 «t«1 
пэ +> k= 0 


2. Supondo 0 < a < 1, mostre que 


nto 


d dm Et 
опо о 2n) +n —1 


n 
f lim 1 0) | 
n5+e| n 5 
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3. Calcule lim (iie) 
n>o+2 


1 1 1 
+ RE 
258 25841 MEANS 


(Sugestão: 


1 
Зу Т | T 2T 2 
> 2 para k = 0.) No instante — a velocidade será = no instante ——, será 2 
л 


п п п 


etc. Supondo п suficientemen- 


4. Seja f(x) = x, x € 10, 1]. Considere a seqüéncia de termo geral 


13M 231 31 п”-1ү1 1 
5,-1|-1-37 ас lof 
njn njn njn n n n 
a) Calcule $}. Observe que, geometricamente, S; pode ser interpretado como a soma das áreas 1 
dos retângulos hachurados. 1 


: 5 1 21 аг Т 
te grande, o espaço percorrido entre os instantes — e — será aproximadamente — + — (por 
n n n п 


P E 2T 2T 1 А А 2aT T 
quê?); entre os instantes — е — o espaço percorrido será aproximadamente — - — etc. 
n n n n 


a) Calcule lim | 
n + 


ar T ,2aT T n-lar T 
-=+ po pe De. 
n n n n n n 
b) Interprete cinematicamente e geometricamente o limite acima. 


8. Suponha que a sequência de termo geral a,, n natural, seja crescente (isto é, quaisquer que se- 
jam os naturais n е m, n < m = a, < а„) e que exista M real tal que a, = M para todo natural 


n.Proveque lim a,existeeque lim q, = sup (a, | n € N}. (Veja Seção A1.4.) 
п Э + п Э +0 


9. Considere a seqüëncia de termo geral 
1 
Qto to HAS 
2753 n? 


a) Prove que a, é crescente. 
b) Prove que para todo natural n z 1 


b) Calcule lim 5, (Pensando geometricamente, qual o valor esperado para o limite?) 3 


1 1 
1+—t+—+... + — < 2, 
n= +e 22 


32 E 


n Я 1 1 1 5 
5. Calcule lim 5 у d. c) Prove que mE ( + 3 + 3 Яаж =) existe e que é menor que 2. (Compare com 
п-э+®=п° k=1 Ж n 


o Exercício 3.) 
1 1 1 


2 1 
+ sts ан < A 
(2" 2. (2" +1)? Qt! — 1? 2" ) 


(Sugestáo: Verifique que Pido (Sugestão para (b): Verifique que 


1 
= E п (п + 1) Qn + 1). Veja Seção 17.2) ; 


6. Sejaf CO = х2, x € [0, 13. Considere as seqüéncias 


rot (ea) H 
n nin п/п n n 


4,4, LIMITE DE FUNÇÃO E SEQUÉNCIAS 


< Seja fuma função tal que lim f(x) = Le a, uma seqüéncia que converge a p, com 
8,-1( | 141211». E Чи 
п п/п nn т a" a, E Dr ea, * p para todo natural п. E natural esperar que 
Calcule lim f(a,) =L. 
noto 
a lim 5, b) lim s, 


n>o+o пә +» 


De fato, sendo lim f(x) = L. dado e > 0, existe 8 > 0 tal que 
хәр 


(Interprete geometricamente tais limites.) (Sugestáo: Utilize o Exercício 5.) 
P 8 0 0«1х-рЇ«ё-1/0)-11«6є 
7. Uma partícula desloca-se sobre o eixo Ox com aceleração constante a, a > O. Suponha que no E ^ 1 
instante t = O a velocidade seja zero. A velocidade no instante г é, então, dada por v (t) = at. Como а, > p, para o ó > 0 acima existe um natural n, tal que 


T 
Divida o intervalo de tempo (0, T] em n intervalos de amplitudes iguais a — : п> пу 1а, pl < ó 


n 
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e como a, + p, para todo п, 


O п> ту=>ъ0<1а„—р1< 6. 
Ре @) е @ 


п> no = 1 (а) -Ll<e 
logo 


lim f(a,) =L. 
nto 


Em particular, se f for contínua em p e se a, convergir a p, com ар € Dy para todo "n 
então lim f(a,) —f(p). 
пЭ += 


Do que vimos acima resulta que se existirem duas seqüéncias а,е b, coma, + p ë b, + pl 
para todo л, que convergemapese lim fía) + lim F(b,), então lim f(x) não 
note п +o xp 3 

existirá. Freqüentemente, usa-se este processo para mostrar a não-existência de limite de] 
uma fungáo num ponto. 


EXEMPLO. Seja f(x) = E Е o 


Prove que para todo real p, lim f(x) nào existe. 
хәр 


Solugáo 


Para todo natural л + 0, existem a, € by, a, racional e b, irracional, tais que 


1 
р<а, <р+ lepeb «pal 
n n 


Segue, pelo teorema do confronto, que 


lim a,—pe lim b,-p. 
пЭ +» пә +> 


Como lim fía) = 1, poisf(a,) = 1 paratodon + 0,e lim Jèn) = 0, poisf(b,) = 
n>o+o note 1 

para todo n + 0, resulta que lim f (x) não existe. LE 
хәр 


Exercícios 4.4 


Я _JxsxeQ 
|. Sejaf (o) = т зе х @ О. 
a) Calcule lim f(x) 
x30 


b) Mostre que, рага todo p + 0, lim f(x) não existe. 
xp 
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ja üênci ота, > O para todo natural л. Sabe-se que lim а, = а, 
2. Seja a seqüëncia de termo geral a,, c 5 р q zdim гар 


areal e que a, 414 = para todo л. Calcule a. 


+ An 


3. Sejam fuma função, р um número real e suponha que existam duas seqüéncias a, e b, conver- 
gindo a p, com a, e b, pertencentes a Dy para todo n, tais que 


lim fla =Le lim f(b)-L. 


note п += 


Podemos, então, afirmar que lim f(x) = L? Por qué? 
хэр 


А 
4. Sabe-se quea sequência а = 42. a = 42 42, аз = ү2 42 42 , .. ,éconvergente. Cal- 


cue lim ay. 


n>o+o 
5. Sabe-se que a seqüëncia 42, ү2 + 42, 42 +42 + 42 , «.., é convergente. Calcule seu 
li-mite. 


А ER 
6. Prove que lim sen — não existe. 
x0 Е 


4.5. О МОМЕВО е 


Nosso objetivo, nesta seção, é provar que a seqüëncia de termo geral 


n 
a (i1) 


é convergente. Definiremos, então, o número e como sendo o limite de tal seqüéncia. 


py 
lim (1+2) =e 
nte n 


Para provar a convergência de tal seqüéncia, é suficiente provar que ela é crescente e que 
existe M > 0 tal que a, < M para todo n > 1 (veja Apéndice 1). 


п 
Primeiro, vamos provar que (1 + 1) < 3 para todo n 2 1. Temos 
п 


1 nil ma ny 1 (a 
ЦЭ (02) „т + (3) шон n) n" 
m-i), 1 ,nm-Um-2) 1 ” 1 
п? 2! n 35 7 m n 


=1+1+2 


1+1 Cesta Dodo чый porque»). 
п 2! 3 n! 
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1 3 
Como 2" « (n + 1)! para todo n > 1 (verifique), resulta que ——— — = » para todo; 


(п +1)! 
п> 1, daí 
п 
+) <i+1i+l4 : qb go ne ! 
п 2,0 2024 522 25-3 
e como 
ped аан Ан -2 
2.22 2" 
resulta 


п 
(«2 < 3 para todo n > 1. 
п 


Vamos provar, agora, que tal seqüéncia é crescente. Sejam п e m naturais >= 1 tais q 
п < т. Temos 


п = est S= ! 
(1-2) 14148 D 1,70 Da 2,1, үл 
п n? 2! n3 3! n" т 
e 
m = = = 1 
(1+2) ria AD b gy а ы. A 
m т? 2! m? 3! m" md 
De n « mresulta 
pad 
n m 
» 
122 2 
n m 
he n-1 po п—1 
n m 
e daí 
ии — 1) т(т—1) 
n2 < m 
п(п id ) ш т(т Ви 2) Ес 
п т 
Observe: шон Шта mmn ү (1-5) 
m m m m m, m 
Segue que 
n m 
= e (141) 
n jS m 


se n < m. Assim, a seqüéncia é crescente. 


5 


TEOREMAS DO ANULAMENTO, 
DO VALOR INTERMEDIÁRIO E DE 
WEIERSTRASS 


Os teoremas do anulamento (ou de Bolzano), do valor intermediário e de Weierstrass 
sáo fundamentais para o desenvolvimento do curso. Neste capítulo, apresentaremos seus enun- 
ciados e faremos algumas aplicações; as demonstrações são deixadas para o Apêndice 2. 


Teorema (do anulamento ou de Bolzano). Se f for contínua no intervalo fechado [a, b] 
ese f(a) e f(b) tiverem sinais contrários, então existirá pelo menos um c em а, b] tal que 


Ж) = 0. 


арр 
"Y 


EXEMPLO 1. Mostre que a equagáo x! — Ax + 8 =0 admite pelo menos uma raiz real. 
Solução 


Consideremos a função f(x) = x —4x +8; temos f (0) = 8,f(—3) = —7 e fé contínua 
em [—3, 0] (os números O e —3 foram determinados por inspeção), segue do teorema do 
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anulamento que existe pelo menos um c em [—3, 0] tal que f (c) = 0, isto é, a едпасаф admite máximo e mínimo. 
x — 4x + 8 = 0 admite pelo menos uma raiz real entre —3 e 0. 


Solução 


1 1 
е DRE 9 1 A . 5 
Teorema (do valor intermediário). Se f for contínua em fa, b] e se y for um real com- Кх) = x° + p € contínua em | 2 2 | ; segue, do teorema de Weierstrass, que existem 
eendido entre f (a) e f (b), então existirá pelo menos um c em [a, b] tal que f (c) = y. | | 
рг ii Ja e fX) р g ex, em E tais que f (ху) é o valor mínimo de fem [3:2 | ef: o valor máximo 


de neste intervalo. Assim 


fe) = mise died 


x 
e 
PEU | 
ТО) = тїп 4 х54-12-5«х« 2;. 
х|2 | 
Observe que o teorema do anulamento é um caso particular do teorema do valor inter Veremos, mais adiante, como determinar x, ex). E 


mediário. 


Exercícios ха 


1. Seja (2) = D xl. Justifique a afirmação: ftem pelo menos uma raiz no intervalo [— 1, 0]. 
Teorema (de Weierstrass). Se f for contínua em [a, b], entáo existiráo x, e x; em 


Ши Р 4 RP 
—4x+2= ës 7 5 1 
La, b] tais que f (x1) < f (x) = f (zo) para todo x em fa, b]. 2. Prove que a equacáo x x + 2 = 0 admite três raízes reais distintas. 


3. Seja a a menor raiz positiva da equagáo x -4x2-20 Determine intervalos de amplitudes 
11,1 
—,— € — que contenham о. 
24 8 


4. Prove que a equação x? — 


que 0 admite ao menos uma raiz real. 
1+x 


5. Prove que cada um dos conjuntos abaixo admite máximo e mínimo. 


2 
eni s= Ë еа) 


1+ х? 


х2 + х 
1+22 ` 


6. Seja f: [-1,1] > R dada por f(x) = 


O teorema de Weierstrass nos conta que, se f for contínua em [a, b], então existirão xy € 
x» em fa, Б] tais que f(x) é o valor mínimo de fem (a, b] e f (x2) o valor máximo de f em (а, B]. 
Ou de outra forma: se f for contínua em [a, Р], então f assumirá em [a, b] valor máximo e: 
valor mínimo. Chamamos sua atenção para o fato de a hipótese de f ser contínua no interva- 


a) Prove que f (1) é o valor máximo de f. 
b) Prove que existex, € ]—1, 0 [tal que f (xj) é o valor mínimo de f. 


7. a) Prove que todo polinómio do grau 3 admite pelo menos uma raiz real. 


d 1 1 ) 1 10.116 tí 10,1 b) Prove que todo polinómio de grau ímpar admite pelo menos uma raiz real. 
1 hado |a, b] ser indispensável; por exemplo, f(x) =—,x € JO, 1], é contínua em 10, i 5 s К | 
dci E E Р р P л х 8. Seja f: [a, b] > R uma função contínua e suponha que f não seja constante em [a, b]. Prove 
mas não assume, neste intervalo, valor máximo. 


que existem números reais m e M, com m < M, tais que Imf = [m, M]. 


(Observação: Imagem de = Imf = (f(x)! x € |a, b]).) 
EXEMPLO 2, Prove que o conjunto 


9. Sejaf: 1— R contínua, onde 7 é um intervalo qualquer. Prove que a imagem de fé um interva- 


lo. 
111 
А- fe += 2 =< x = 2 10. Suponha que f: [0, 1] R seja contínua, f (0) = 1 e que f (x) é racional para todo x em [0, 1]. 
x Prove que f (x) = 1, para todo x em [0, 1]. 
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11. Seja f: [0, 1] — R contínua c tal que, para todo x em (0, 1], 0 < f(x) < 1. Prove que existe] 
ет (0, 1] tal que f (c) = c. 


12. Seja f contínua em (a, b] e tal que f (a) < f (b). Suponha que quaisquer que sejam ser 
la, b], s € t = f (s) * f (D). Prove que f é estritamente crescente em [а, b]. 


(Observação: f estritamente crescente ет la, b] SV s, t em la, b], s < t > f) «foy 


13. Suponha f contínua no intervalo / e que f admita neste intervalo uma única raiz a. Supo 
ainda, que existe xy em /, com xg >a, tal que f (xo) > O. Prove que, рага todo хет /, com x 


то) >o. 


14. Considere a função f dada por 
Ро) = 283 — Jx2 +3x. 


a) Verifique que f é contínua em (0, +f. 


b) Mostre que 1 é a única raiz de fem 10. +>[, que f (2) > Oe que 43) < 0. 
c) Conclua que f(x) > 0 em ]1, +=[ е que f(x) < Оет ]0, 1[. 


sinais de f (xo), f (х) ef (x2). Justifique. 


6 


FUNÇÕES EXPONENCIAL E 
LOGARÍTMICA 


6.1. POTÉNCIA COM EXPOENTE REAL 


m 
Na Seção 1.7 definimos potência com expoente racional, a п = Na" , e estudamos suas 


principais propriedades. Nesta seção, vamos definir potência com expoente real. 
Observamos, inicialmente, que, se fe g são duas funções definidas e contínuas em R tais 
quef (r) = g (1) para todo racional r, então f(x) = g (x) para todo real x, isto é, se duas funções 
contínuas em RR coincidem nos racionais, então elas são iguais (veja Exercício 21, Seção 3.2). 
Seja, agora, a > 0 e a + 1 um real qualquer. Se existirem funções fe g definidas e con- 
tínuas em R e tais que para todo racional r 


Р) = a eg()= a 
então f (x) = g (x) para todo x real. Isto significa que poderá existir no máximo uma função 


definida e contínua em R e que coincide com a” em todo racional r. O próximo teorema, 
cuja demonstração é deixada para o Apêndice 3, garante-nos a existência de uma tal função. 


Teorema. Sejaa > 0e a + 1 um real qualquer. Existe uma única função f, defini- 
da e contínua em R, tal que f (r) = a” para todo racional r. 


Damos, agora, a seguinte 


Definição. Sejam a > 0, a + 1, e f como no teorema anterior. Definimos a potência 
de base a e expoente real x por 


а* =f). 


A função f, definida em R, e dada por f (x) = а, а > Ое а + 1, denomina-se função 
exponencial de base a. 
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Sejam a > 0, b > 0, x e y reais quaisquer; provaremos no Apéndice 2 as seguintes proprie. 
dades: 

(D аа? = а 7), 

DAF = а. 

(3) (aby = аЬ". 

(4) Sea > lex < y, então 2* < 2. 

(5) 560 <а < lex < y, então a" > œ. 


1 
1 
2 
2 
1 
2 
4 


A propriedade (4) conta-nos que a função exponencial f(x) = а", a > 1, é estritamente cres 
cente em R. A (5) conta-nos que f(x) = а^, 0 <a < 1, é estritamente decrescente em R. { 
O gráfico de f(x) = a” tem o seguinte aspecto: 


A função exponencial de base e (e = 2,718 281), f(x) = e*, desempenhará um papel 
bastante importante em todo o nosso curso. Como e > 1, o gráfico de f (x) = е tem o se- 
guinte aspecto 


y 
5 == 

EXEMPLO 1. Avalie 22, ¡ARA 
Solução 

Como f (x) = 2* é contínua em x = 42 ын я 

а= 42 = 29 2, 
j EXEMPLO 3. Suponha a > 1. Verifi 
De 42 = 1,4142 segue 22 = 214142 = 2 665. " P raris 
Como 1,4142 < «42 , resulta que 21414 ¿ uma aproximação por falta de 2*2. LE d) lim ax = +e. b) lim а =0. 
х ә +> x>-x 
EXEMPLO 2. Esboce o gráfico de 
py Solugáo 
a) f (a) = 28. Df) = (5) i 
x a) Já vimos (Exemplo 8 da Seção 4.3) que 

Solução 


lim а= +9%. 
n— +00 


Assim, dado є > 0 existe um natural » tal que 
Es AnS 
n>a > є. 


Como ах é crescente (a > 1), resulta 


Ale A hal 


х> поа > є 


logo 


lim ах = +9. 
x— += 
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b) lim а= lim а" = lm =0. 
LD u> +o ux a" 
Exercícios 6.1 
1. Calcule. 
a lim 3 b) lim 5% 
хә += хә-%® 
c) lim e* d) lim (0,12 * 
x> хэ te 
E 
e) lim [2*— 3%] J lim 
хә + х-э+= 1—3* 
g lim 2* hy lim (2*+2*] 
xo te х9 +0 
i) lim 2% D dim (2% + 2-2] 
х0 2 e 3% 
2. Esboce o gráfico. 
a) ро) = 3%. b) g) = (0,127 
с) ]=е * d к(у=1+е “ 
е) ғо) = e" ) 60) 1-6 7 
2 ДО) = е +е 5 h) р(х)=е "sen x 
p fQ)-e^ ?Еб)= е 


6.2. LOGARITMO 


Teorema. Sejam a > 0,a + 1, e 8 > 0 dois reais quaisquer. Então existe um único 
y real tal que 


а? = В. 


Demonstração 


Suponhamos, primeiro, a > 1. Como lim a*=+we lim a^ = 0, segue qui 
хэ += x>o-% 
existem reais u e v, com u < y, tais que 
a" « p < a. 


Como f (x) = a” é contínua no intervalo fechado fu, v], segue do teorema do valor inte 
mediário que existe y em [u, v] tal que 


f) = Boua* = В. 


A unicidade de y segue do fato de f ser estritamente crescente. 
O caso 0 < a < 1 deixamos a seu cargo. 
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Sejam a > 0, а + 1, e 8 > 0 dois reais quaisquer. O único número real y tal que 
а? = B 


denomina-se logaritmo de В na base a e indica-se por у = log, B. Assim 


Observe: log, B somente está definido para B > 0,a > 0e a = 1. 


EXEMPLO 1. Calcule. 


1 

a) log, 4 b) log) 3 c) logs 1 
Solução 
ах = log; 4527 = 4 ex x = 2. Logo 

log; 4 = 2. 

1 rael 
Б)х = log; Л ө? = хэхэ —1. Logo 
log 5 ==; 

c) logs 1= 0, pois 5° = 1, " 


Observação importante 


а? = В = y = log, B 


assim 


nuo B -8 


O logaritmo de B na base a é o expoente que se deve atribuir à base a para reproduzir B. 
O logaritmo na base e é indicado por In, assim, In = log,. Temos entáo 
y= In xë =x. 


Da observação acima, segue que, para todo x > 0, 


Sejama>0,a+1,b>0,b+ 1,0 0e B> Oreais quaisquer. Sáo válidas as seguin- 


tes propriedades: 


(1) log, o B = log, a + log, B. 
(2) log, af = Blog, а. 


(3) log, 2 = log, a — log, В. 
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(4) (Mudanca de base) 


log, œ 
log, ас ————. 
Sa log, a 


(5) Sea > 1 еа < B, então log, с < log, B. 
(6) Se0<a< lea < B, então log, а > log, B. 


Vamos demonstrar (1), e as demais ficam a seu cargo. 


Demonstração de (1). 


X = log, ao a = аў 
Y - log, B p = a” 


Assim, a B = aa, pela propriedade (1) das poténcias com expoentes reais, ааї = + i 

segue que и 
«В= HE EE loga a B. EXEMPLO 3. Suponha a > 1. Calcule e justifique. 
Portanto, a) Im. log, x. b) lim log,x 
* 1501 а 
log, а + log, В = log, a В. Solução 

Sejaa > 0,a # LA função f dada por f (x) = log, x, x > 0, denomina-se fungáo logal x. | Z dh 
rítmica de base a. 3 a) — 

A propriedade (5) conta-nos que se a > 1, a função logarítmica f (x) = log, x, x > 0% юм [| 1 2 3 ерте, 


estritamente crescente. Da propriedade (6) segue que se 0 < a < 1, a função logarítmidi 


fO) = log, x, x > 0, é estritamente decrescente. Se o limite existir, deverá ser igual a +00: 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico tm log, x = +оо, 
xo +» 


a) РО) = logo x. bf) = 1081 x. Justificação (por ee 8) 

2 
: Dado є > 0, precisamo: trar ó 1 

Solução са А 2 ий encontrar ó > 0 tal que x > ó = log, x > e. 


a) Domínio def = (x € R Ix > 0}. x8 —xc a log xc є 


log, x 


1 
L 
2 
2 
1 
4 
4 


Y 


Portanto, 
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lim log, x= +% (a > 1). 
хә += Ba ( ) 


b) Vamos mostrar que 


lin. log¿x= —® (veja o gráfico anterior). 
sagt 
De fato, 
: : 1 Я 
lim logx= lim log, = = lim —logu=— 
150 us += u ud 


pois, lim Юй ди +e, 
uc» 


Deixamos a seu cargo a prova de que f (х) = log, x é contínua. 


Exercícios 6.2 = 


1. Calcule. 
a) юв 100 b) log] 16 
с) log] N2 2 
вэ? d logo УЗ 
e) logio 1 Р logs (—5) 
g) log; l (a> 0ca + 1) h) logs 243 
2. Determine o domínio. 
а) ГО) = logo G + 1) Вв) = 2-р) 
c) gQ) = а(х) DIC) =1083 1x1 
x+1 
e) f (a) = In i 7 g G) = log, 3 
< 


3. Ache o domínio e esboce o gráfico. 


a) fe) = logyx Буд (х) = ах 
c) РО) = logi х 4) 0) = In (x — D 
3 
e) ГО) = In (—> DG) = 101х1 
8) fe) = !ln x! Ago) llnlxli 
4. Calcule. 

a) lim logsx b) lim logi; x 
s5+e x>0t 3 

c) lim lax d) lim mn 
х 0+ x>o+0 x+1 
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e) lm [nO t D —In(x +3) 


xoc 


lim in2 — In (2 + 
Qs [xin (3 +10] 


x 
63.O LIMITE lim [ + i 
x> to x 


2 Dose 1y 
Já provamos que a segiiéncia de termo geral a, = E + — | converge para o número e 
n 


(veja 4.5), isto é, 
n 
lim [1+ 1) = е, 
noto n 


Vamos provar, agora, que 


АЖ 
lim 1+2) = е, 


Xo x 


Sejam n > 0 um natural qualquer e x > 0 um real qualquer. 


nex<n+l 1. > 1+ 216114 


daí 


рүү ¡y 1 ү 
п=х<а+15 (142) > (1+1) -114----1, 
п, X nal 


ou seja, 


n NX nl 
O EPR (+1) ttiot) > fis =) n+1 


n+1 nt2 


3 Ç: 1 п +1 " ntl 
сото, (1+1) mt dm fis : | ZH = e, sene de (Q que 
y n 
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n py (hi 0 = u —> 0): assim 
EXEMPLO 1. Verifique que , Im (1 + 1) БЭЭ 


x — = 


x hl 1 1 
a des r= — = 1. a 
Solução h50 “50 = he 
In (1 + u)“ 
Fazendo x = —(t + 1), t > 0, vem 
Exercícios 6.3 
х ка : 
0 + 2) = Ї = E | = fi + 1) Put Я 1. Calcule. 
x 1-1) v E t x*2 
1 2Y lim ( + +) 
Para x — —%, t — +оо, assim dim. ( * 2) Е х 
7 +1 
d : 1ү d Ч Р 217 
i (1+2) sig (+1) RS Ads 1+2) d) lim (1+2 
x5—% x to += t t — +0 2x xot a. 
EXEMPLO 2. Verifique que po —_ f) lim (1+ 2 
xote | X +1 x0 
ds 1 1 2x 
a) lim (1t A)^ =e b) lim G+ b)h =e. i x i +1) 
) lim, (L€ A) ) lm he д lim 04-28) E M ( x 
Solução 


2. Seja a > 0, a + 1. Mostre que 


1 h 
a) Fazendo h = — (h— 0* = x — +) vem шиш E 

d h50 

Т їү 3. Calcul 
lim, (1+ 5^ = lim ЦЭ a . Calcule. 
ho 0t x— +» x | 
lim 2-1 b) lim & —1 
b) Faça você. a) Jim, - m - 
Segue do Exemplo 2 que à lim 5*-1 d) lim 3-1 
150 Е хә 0+ z2 


1 
lim (1+ 5)^ = e. 
h=>0 


EXEMPLO 3. Mostre que lim Ê =1. 
h50 8 


Solugáo 
Fazendo u = e? — Iouh=In(l + ü) vem 


e? -1 и 1 


h mato 1 
In (1+ u)“ 


7 


© 


DERIVADAS 


7.1. INTRODUÇÃO 


Sejam f uma função e p um ponto de seu domínio. Limites do tipo 


lim LO fO) 
xp x—p 


ocorrem de modo natural tanto na geometria como na física. 
Consideremos, por exemplo, o problema de definir reta tangente ao gráfico de fno роп: 
to (p, f (р)). Evidentemente, tal reta deve passar pelo ponto (p, f (р)); assim a reta tangente 3 
fica determinada se dissermos qual deve ser seu coeficiente angular. Consideremos, então, 2 
a reta s, que passa pelos pontos (p, f (p)) e (x, f (x). 3 
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Observe que f '(p) (leia: f linha de p) é apenas uma notação para indicar o valor do limite 


acima. Ássim, à medida que x vai se aproximando de p, a reta s, vai tendendo para a posição 
da reta T de equação 


»y-füo)-f'pyx-p 


É natural, então, definir a reta tangente em (p, f (ру) como sendo a reta de equação (1). 
Suponhamos, agora, que s = f (f) seja a equação horária do movimento de uma partícula 


vinculada a uma reta orientada na qual se escolheu uma origem. Isto significa dizer que a 
funcáo f fornece a cada instante a abscissa ocupada pela partícula na reta. A velocidade média 
da partícula entre os instantes г) e г é definida pelo quociente 


FO- fto) 
Dto 
A velocidade (instantânea) da partícula no instante tọ é definida como sendo o limite 


£0) - 100) 


v(tp)= lim 
1-0 


t> to 


Esses exemplos são suficientes para levar-nos a estudar de modo puramente abstrato as 


propriedades do limite lim Ёоо ўа) 
хэр х-р 


7.2. DERIVADA DE UMA FUNÇÃO 


ETB 


Quando x tende a p, o coeficiente angular de s, tende a f’ (p), onde 


Definição. Sejam fuma função c p um ponto de seu domínio. O limite 


im LOL) 
xp х-р 


quando existe e é finito, denomina-se derivada de f em p e indica-se por f ' (p) (leia: 
f linha de р). Assim 


f'()- lim FO) — fü 
хэр Х-р ` 


Se f admite derivada em р, então diremos que f é derivável ou diferenciável em р. 


Ур) = lim Р(х) fip) 
хэр х-р o 
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Dizemos que fé derivável ou diferenciável em A СР, se f for derivável em cada р E A 
Diremos, simplesmente, que fé uma função derivável ou diferenciável se f for derivável ey 
cada ponto de seu domínio. 


Portanto, 
feo = 2 = f'( = 2x. 


Observe que f (х) = 2x é uma fórmula que nos fornece a derivada de Јо) = x, emtodo 


Observacáo. Segue das propriedades dos limites que a 
x real. 


im C9 — (P) _ lim fpth- fip) 


A m. л c) Segue de (b) que 
хәр Жы > 


PE) =2 (-3) = –6. " 
Assim M" 2 
EXEMPLO 2. Seja f(x) = x^. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de fno ponto 
fip + h) — f (p) 


P= im LO HO on (p) lim 
x- p h>0 h 


xp 


a (1,/0)). b) (—1,f(—1). 


Conforme vimos na introdução, a reta de equação Solução 


a) A equação da reta tangente em (1, f (1)) é 
у—/(р) = /'(р)(х— р) 


© У-О) = DE- 
10)-12-1 


é, por definição, a reta tangente ao gráfico de f no ponto (p, f (p). Assim, a derivada de fj 
em p, é o coeficiente angular da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa p. A 


EXEMPLO 1. Seja f œ) = x". Calcule, Р) = 2p (Exemplo І, item Б) = /'1)=2 


a)f'(1) 
DFO) E 
e)f'c-3. 
Solugáo 
of = lim LSO L tm LL tim @ + D = 2. 
1>1 х-1 хә1 x-1 x—1 
Assim 
Pu = 2. 


: 2 A substituindo em (1) vem 
(A derivada de f (x) = x^, em p = 1, é igual a2.) 
y-1-7-2G-Douy = 2х – 1. 


Јат ЈО) us St hy? — x? 


DO = o + — Assim у = 2x — 1 é a equação da reta tangente ao gráfico de f (x) = x^, no ponto (1, f (1). 


150 h R50 h b) A equação da reta tangente em (-1,f(-1) é 
Como IED SEDA ED 
2:2 2: ou 
(х + А) х = 2xh + h =2x +h he0 
h »y-fi-D-f't-DG* 0 
segue que 1 =(—1)? =1 


'Q)- lim Qx- h) = 2x. 
О) Ai i, a Р(р =2p > /'(—1)у=—2 
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substituindo estes valores na equação vem 
y-l1=-—2G@ + l)ouy= —2х—1 


que é a equação da reta tangente pedida. 


derivada de uma constante é zero.) 
Solugáo 


"(x)= lim 
гө) 150 h 


Como f (x) = k para todo x, resulta f(x + h) = k para todo x e todo h, assim 


f'G)^ lim Жа ЭЭ 
A>0 h h— 0 


EXEMPLO 4. Seja f (x) = x. Prove que f'(x) = 1, para todo x. 


Solução 
F(x + h)— == 
spo CTO a ер 
h50 h h>0 h 
Assim: 
о) = хар) = 1. 
EXEMPLO 5. Seja f(x) = Ах. Calcule f ' (2). 
Solução 
НЭРЭЭ ХО) О) tim Ух za 
1>2 х2 x32 x—2 
Assim: 
A AA NA 
хэ (ух —42)( 4x 442) хәз ух +42 242 
isto é, 
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gxEMPLO 6. Seja 


Calcule, caso exista, f (0). 


Solugáo 
A rto. 
х-0 х х 
Assim, 
0 _— limitada 
/ x)— f(0 21 х 
PO im ID li Do, 
х-0 х-0 х-0 цг 
Logo, f '(0) existe e f (0) = 0. E 


EXEMPLO 7. Mostre que f (x) = | x | não é derivável em p = 0. 


Solução 

Jo) HO Ixl f 1sex>0 

х-0 x -186 x<0 
daí 
im LO O je im PE FO 
sarn  x—0 *>0 x—0 
> = РО i 
logo, mr ан ли não existe, ou seja, fnão é derivável em 0. Como f ' (0) não existe, 
Без - 


o gráfico de f(x) = Ix | nào admite reta tangente em (0, f (0)). 

Sejam fuma função e (p, f (p)) um ponto de seu gráfico. Seja s, a reta que passa pelos 
pontos (p, f (p)) e (х, f (x)). Se f (р) existir, então o gráfico de fadmitirá reta tangente T em 
(р, f(p)); neste caso, à medida que x se aproxima de p, quer pela direita, quer pela esquerda 
(só pela direita, se f não estiver definida à esquerda de p; só pela esquerda, se f não estiver 
definida à direita de p), a reta s, tenderá para a posição da reta Т. 
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Por outro lado, se, à medida que x tender a p pela direita, s, se aproximar da posição; 
uma reta T; e se à medida que x se aproximar de p pela esquerda, s, se aproximar da posig 
de uma outra reta T>, T> + T}, então o gráfico dc f não admitirá reta tangente em (p, f (pi 
ou seja, f ' (p) não existirá. 


f não é derivável em p. 
O gráfico de f apresenta “bico” em 


(p.f (9). 


O próximo exemplo destaca uma propriedade importante da reta tangente. 
EXEMPLO 8. Suponha f derivável em p e seja p (x), x € Dye x * p, dada por 


Ра) = РФ) +) (x — p) + р(х) (х — р). 


Mostre que 
lim р(х) = 0. 
хәр 
Solucáo 
об) = £€9 IO - PO (^ P e 
х-р 
Daí 
lim р(х) = lim | 29-29 нө) 
xp хәр xp 
De lim 16-10) үүр, segue 
хәр х-р 
lim р(х) = 0. 
хәр 


Observacáo. Se definirmos р (р) = 0, а igualdade que aparece no Exemplo 8 será váli 
em х = pea função p (x) tornar-se-á contínua em p. 


Façamos no exemplo anterior E (x) = p (x) (x — p). Então, E (x) será o erro que se come, 


te na aproximação de f pela reta tangente em (p, f (p)). 
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Quando xtende a p, evidentemente E (x) tende a zero. O Exemplo 8 nos diz mais: nos diz 
que quando x tende a p o erro E (x) tende a zero mais rapidamente que x — p, isto é, 


im EC. 
хэрх-р 


0. " 


Fica para o leitor verificar que, entre todas as retas que passam por (p, f (p)), a reta tan- 
gente em (p, f (p)) é a única que aproxima f (x) de modo que o erro tenda a zero mais rapi- 
damente que x — p. (Sugestão: Suponha que E (x) seja o erro que se comete na aproximação 
de f pela reta passando por (p, f (p)), com coeficiente angular m = f'(p), e calcule o limite 
acima.) 


Exercícios 7.2 


1, Sejaf G) = x? + 1. Calcule 


DIED bf) of 


2. Seja f (x) = 2x. Pensando geometricamente, qual o valor que você espera para f (p)? Calcule 


PO. 
3. Seja f(x) = 3x + 2. Calcule 
DD DO of) 


4. Calcule f’ (p), pela definição, sendo dados 


дро) = +хер=1 bfa = 4x ер=А 
cofe)-s-3ep--3 aro=lep=1 
x 
E 1 
ejfo)-wvxepz-3 DS ер=2 
X 
Df- ерер ЮО) = ep-2 


5. Determine a equação da reta tangente em (р, f (p)) sendo dados 


"I 
N 


ағд) = № ер=2 Бр) = — ep 


дро) = Мх e p=9 дро) = -хер= 1 


i 


144 


95 


8. 


9. 


10. 


п. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


. Calcule f” (x), pela definição. 
аў) = 2 + x DIO = 3x— 1 
дуб) = =° df = = 
е) f a) = 5х DF) = 10 
970) = ——— fe = -7 
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Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma função /, definida e derivável em R, tal quel] 


Ра) = 0. 


Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida е derivável ет R, tal qu H 
f! (x) > 0 para todo x. 3 


Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida e derivável em R, tal que? 
f 0) fo i 


Dê exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida e contínua em R, tal que: 3 
77-01) não exista. E 


Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida e derivável em R, tal que 3 
f'G)»0paax«lef'G) < 0 para x > 1 ! 


Dé exemplo (por meio de um gráfico) de uma função f, definida e derivável em R, tal que 1 
Р (x) > 0 para x < 0, f' (x) < 0 para 0 < x < 2 e f” (x) > 0 para x 2. E 


Dé exemplo (por us de um gráfico) de uma função f. definida e derivável em R, tal que * 


f'0)-0ef'(0- 
Mostre que a função 


_j2x+1se x «1 
809 = —х +4 зе x=1 


пао é derivável em p = 1. Еѕросе o gráfico de g. 


x? +2 зе x «1 


Seja рб) = 2x+1 se x=1 


a) Mostre que g é derivável em p = 1 e calcule g '(1). 
b) Esboce o gráfico de g. 


2 se x=0 


Seja f(x) = x? +2 se x<0 


a) Esboce o gráfico de f. 
b) fé derivável em p = 0? Em caso afirmativo, calcule f' (0). 


x+lsex<l 
-x+3 se xz1 


Seja g(x) = 


a) Esboce o gráfico de g. 
b) g é derivável em p = 1? Por qué? 
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18. Construa uma função f: R — R que seja contínua em R e que seja derivável em todos os pon- 
tos, exceto em —1, Ое 1. 


19. Construa uma função f: R — R que seja contínua em R e derivável em todos os pontos, exce- 
to nos números inteiros. 


7.3. DERIVADAS DE x" e Hx 


Teorema. Seja n + O um natural. São válidas as fórmulas de derivação: 


дуо) = armar 
Во) = х Sf = пх" .,x*0. 
1 i 
оро) = x n >f o xn E onde x > O sen for pare x + 0 se n for ímpar (n > 2). 
п 


Demonstraçao 


(x t А)" — x" 


ofc [ш h 


Fazendo x + h = t (t — x quando h — 0) vem 


A п 
(x) lim d = lim [771 4:72 x + 73у? +. + xn, 
гэх 1-х tx 
n parcelas 
Assim 
Го) = xt Laba Ua papas 3x? E Hato! 
п parcelas 
ou seja 
Ро) = mto! 
de ol 
n Vn п ул 
b)f'G)- lim «+? gno lim аъ х" 1 . 
h50 h h0 h (x hy! x" 
А 2 TR)! —x^ : 
Por (a), lim CANA c OR aaa lim A : 
h20 h һә (х + А)" х?" 
n ны: ic. c ES 
n E 5 


Ропашо, 


ТО) = х "Sf 0) = пх 1: 
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1 
с) f G) = хп = Ух. Temos 


` nix+ h —Rix їй = x 
Ро) = lim + = lim - VEN 
h>0 


Fazendo u = ale ev= LS (t—x = и — v) resulta 


u 1 1 
'(x) = lim = lim - x 
£m из» и" yt usp W^ y^ пуп! 
иу 
Assim, para x É 0 e x no domínio de f, 
DERE 1 
Pona 
ou seja 
£ 
ред 1 il, 
n 
EXEMPLO 1. Seja f(x) = x^. Calcule. 
, wt 
DF bf Су 
Solução 
afix = х = р(х) = 44 7 ou seja, 
Ро) = ах. 


3 
b) Como f'(x) = 4, segue f’ (5) =4 (5) , OU Seja, 


(121 
f 8 E 
EXEMPLO 2. Seja f (х) = x^. 


a) Calcule f'(x). 


b) Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa 1. 


Solução 


а) Como f (x) = х, segue ў (х) = зх. 
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DES equagáo da reta tangente no ponto de abscissa 1 é 
IDO MA 1) 
0+0=1 
ур) = 3х2 > f(D) = 3 


Assim, y — 1 = 3 (х — 1) ou у = 3x — 2 é a equação da reta tangente no ponto (1, f(1)). 


B 
EXEMPLO 3. Calcule f'(x) sendo 
=? bfa = 5 
af * E P 
Solução 
af = хәр) =-3 97! = —3x “assim. f'() = —3x 5. 
1 - б РЕ 
bfe- x mug»: assim f'(x) = —5x 6 ou seja, f(x) = 2 = 
x 
EXEMPLO 4. Seja /(х) = Vx. Calcule 
аро) DIO). 
Solugáo 
з 32 p р St 
йу = ух = х2 әу) = ох? cx 
Como 15522 алс! segue que ў (х) = I 
2 m SN е 
b) De f'(x) = resulta f’ (3) = П : . 
: 24x 243 


EXEMPLO 5, Determine a equação da reta tangente ao gráfico def (x) = Yx no ponto de 
abscissa 8. 


Solucáo 
À equação da reta tangente no ponto de abscissa 8 é 


»y-f( = /'(8) œ — 8) 
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tração 
Assim, y — 2 = a (x—-8ouy-7 - x+ 3 é a equação da reta tangente ao gráfica pemonstraç 
2-5 xth — px h 
de f(x) = Xx no ponto (8, 2). A = ы EA crei Ха шү 
yr уз! һ a 1 x 
Exercícios 7.3 (Exemplo 3-6.3). 
l.SejafQ) = х5. Calcule .. lnn(x t A) - ах . 1 h 
рв lim n = lim in [14 
a)f'G) DIXO) of'Q . h50 150 x 
2. Calcule g'(x) sendo g dada por ( = d 
a) 6) = з bp) go) cm E 1 P 
1 3 = lim In (1 +и)х = lim — In (1+uju == 
d3(0== dy g (o = x u0 u>0x х 
х 
1 2221 1 
EDT 8095 л pois, lim (1 +u)» = e (Exemplo 2-6.3). 
E23 10 
8)4 х) =х Юаб) = х 


1 3 
3, Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f(x) = — no ponto de abscissa 2. Esboce og 
gráficos de fe da reta tangente. d 


| E 
4. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f (x) = — no ponto de abscissa 1. Esboog3 
os gráficos de fe da reta tangente. * E 


5. Seja f(x) = Yx. Calcule. 


Л 25 
a) f'(x) DEO) c)f'(—32) 

6. Calcule g'(x), sendo g dada por 3 
ago = Vx bga = х 4 
© б) = Vx йв о) = х 

7. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f(x) = Em no ponto de abscissa 1. Esboce 1 
os gráficos de fe da reta tangente. 

1 5 

8. Seja r a reta tangente ao gráfico de f(x) = — no ponto de abscissa p. Verifique que r intercepta 
o eixo x no ponto de abscissa 2p. 6 


9. Determine a reta que é tangente ao gráfico de f(x) = de pararela à reta y = 4x + 2. 


Exercícios 7.4 ——— — 


(ey = e 


(Ina) = Le x>0 
x 


‚ Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f (x) = e" no ponto de abscissa 0. 


Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f (x) = In x no ponto de abscissa 1. Esboce 
os gráficos de f e da reta tangente. 


Seja f (1) = ах, onde a > Oe a + 1 é um real dado. Mostre que f” (x) = а In a. 
Calcule f ' (x). 
дуо) = 2* b) fe) = 5" 
Оғо) = т" A fOe) = A 
. Seja g (х) = log, x, onde a > Ое a + 1 é constante. Mostre que g'(x} = = 
xma 


. Calcule g'(x) 


a) g (х) = log; x b) g (х) = logs x 


с) g (х) = log, x dg) = In x 


7.4. DERIVADAS DE & e In x 


Teorema. São válidas as fórmulas de derivação 


7.5. DERIVADAS DAS FUNÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 


a) f G) = e эро) = е. 


b) g (х) = Inx= g'(x) = L x0. 
x 


Teorema. São válidas as fórmulas de derivação. 


a) sen'x = cos x. 
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b) cos'x = —sen x. 
с) tg'x = sec? x. 
d) sec'x = sec x tg x. 
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кало 7.5 


1. Sejaf @) = sen x. Calcule. 


e) cotg'x = —cosec” x. 
J) cosec'x = —cosec х cotg x. 
Demonstração 
25 В 2x+h 
: Р sen (х + h) — sen х : Sen 5.608 2 
а) ѕеп'х = lim = lim 
h> h h50 h 
h 
20360220 эру 
= lim cos = cos x. 
h>0 f" 7, 
2 
—2 sen h sen 28:50 
b)cos'x= lim EOS (X шу. = lim 2 2 
h50 h h50 h 
5 sen 2 2x+h 
= lim n =-— sen x 
n50 A 2 
2 


tg (x + h) — tg x 


c) tg'x= lim 
) ë h50 h 


Fazendo z = x + h (t — x quando A > 0) 


sent sen x 


Я tg r — (g x 3 cos f 
tg'x= lim É ETZ lim Sos Y 
t— x t—x 15x ESE 
= li sen f cos x — sen x cos £ 1 
гэх t=x cos # cos x 
. Sen £# cos x — sen x cos f .. sen(t— x 
Como lim 22222 = lim sen 0-3) ) -16 
әх fX 1— x 1=x 
: 1 1 
lim ————— = 3 = sec? x, resulta 
гэх COSÍCOSX cost x 


tg'x= sec? x. 


(d), (e) e (f) ficam a seu cargo. 


NE 
afe Bf (2) 


Determine а equação da reta tangente ao gráfico de f(x) = sen х no ponto de abscissa 0. 


Seja f (х) = cos x. Calcule. 


- 


area O 


20 


4. Calcule f’ (x) sendo 
afQ)-ix ВРО) = secx 


5. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f (x) = tg x no ponto de abscissa 0. 


6. Seja f (x) = cotg x. Calcule. 


{т 
DA) df (=) 


7. Seja g (x) = cosec x. Calcule, 


И? (2) 
а) g'(x, g G 


7.6. DERIVABILIDADE E CONTINUIDADE 


A função f (x) = | x Inão é derivável em p = 0 (Exemplo 7-7.2); entretanto, esta função 
écontínua em p = 0, o que nos mostra que uma função pode ser contínua em um ponto sem 
ser derivável neste ponto. 


foo = 1x1 fO) = | x | é contínua em 0, 
eto mas não é derivável em 0. 


=y 


Deste modo, continuidade não implica derivabilidade. 
Entretanto, derivabilidade implica continuidade, como mostra o seguinte teorema. 
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Teorema. Se f for derivável em р, entáo f será contínua em р. 


Demonstração 


rO) = f 
Pela hipótese, fé derivável em p, logo lim ѓе) РФ) 
xp х-р 


cisamos provar que f é contínua em p, isto é, que lim f(x) = f (р). Temos 
хәр 


гө) уд) = [OD map, 
х-р 


daí, 
lim (70) =) = tim LOL. 
хәр хәр х-р 
ou seja, 
lim [(х)— }(р)] = 0 
хәр 
e, portanto, 


lim f(x) = fp). 
хәр 


Observação. Segue do teorema que, se f não for contínua em p, então J nào poderá d 


derivável em p. 


x? sex &1 
EXEMPLO 1. A função f(x) = 


2 sex>l 


Solugáo 


fnão é contínua em 1, pois lim f(x) = 2 é diferente de lim РО) = 1. Como fng 
x-—1* 3 


or 
é contínua em 1, segue que f ndo é derivável em 1. 


x? se x «1 
EXEMPLO 2. Seja f (x) = 


І se x>1 


a) f é contínua em 1? 
b) f é diferenciável em 1? 


existe e é igual af (p). P 


lim (x-p=f'(p):0=0 
хәр 


é derivável em p = 1? Por qué? 


Solução 


lim f@)= lim f(x) = 1 = f(1), logo, fé contínua em 1. 
a) бе хээг 


b) Como fé contínua em 1, f poderá ser derivável ou não em 1. Temos 


х2-1 
sex<l 
ХӨӨ... (E 
х-1 
0 sex>l, 
Assim, 
im FOO oe im £@)- fO _ 
х1 х-1 x517 1 RES 
logo, lim £09 - fO n&o existe, ou seja, f ndo é derivável em 1. 
хэ! х-1 


“bico” no ponto (1, f (1)). 


y 


z 
EXEMPLO 3. Seja f (x) = | Re E l 


a) fé derivável em 1? 
b) fé contínua em 1? 


Solugáo 
r 2 _ 
|t 7 sex«l 
= | AT 
a £10. | 
х-1 | 
| se х > 1. 


lim fG)- fü) = lim fW- fO =2, 


x31 х—1 x31 xc 


Logo, fé derivável em 1 e f'(1) = 2. 


E b) Como fé derivável em 1, segue que f é contínua em 1. 


lim (x-1)-2 


76 contínua em 1, mas não é derivável 
neste ponto; o gráfico de f apresenta um 
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alavras: a derivada do produto de uma constante por uma função é igual ao produto 
da constante pela derivada da fungáo.) 


Exercícios 7.6 — 


x+] se x< 2 
fO) g(x) — fü» g(p) 
х-р 


= tim JO) 80) (p) gG) fP) 8G) — f (p) g(p) 


хәр 8р 


= lim K> + уру. кб) =a 
х-р х-р 


1 se x > 2 


L sra "nr 
(рз) © P) ЭВЭР 


a) f é contínua em 2? Por qué? 
b) fé derivável em 2? Por qué? 


f х2 вех 0 
2. Ѕејаў д) = 4 1 
[ -х2 ѕех>0 
= F'(p) 8 (р) + fP) g'(p). 
P eat Observe que, pelo fato de g ser derivável em p, g será contínua em р, e, assim, 


b) f é contínua em 0? Justifique. 


lim g @) = g (p). 
53.8 a x " . H 
Бае ux En palavras: a derivada do produto de duas funções é igual à derivada da primeira mul- 
лш; 3 fiplicada pela segunda mais a primeira multiplicada pela derivada da segunda.) и 
3 se х 3 


ciente). Se fe g forem deriváveis em p e se g (p) + 0, 
a) f é derivável em 3? Justifique. Teorema 2. (Regra do quociente). Se fe g p 2 


b) fé contínua em 3? Justifique. entáo £ será derivável em p c 
8 
7.7. REGRAS DE DERIVAÇÃO {вр = LED) 
(04) (р) = ПЕЛ : 


Teorema I. Sejam fe g deriváveis em ре seja k uma constante. Entáo as funções хор 
f+ g. ер: g são deriváveis em p e têm-se (Em palavras: a derivada de um quociente é igual à derivada do numerador multipli- 
cado pelo denominador menos o numerador multiplicado pela derivada do denomi- 


nador, sobre o quadrado do denominador.) 


(DD (f + в) (р) = f'(p) + g'(p). 
(02) (kf)(p) = (p). 
(03) (f: g)'(p) = f'(p) 2P) + f(p) gp). 


Demonstração 
Demonstração fo) f 
f o= ñm ZG) 40). IE _1__ 
Фу gt) = lim OTEO- LO) + g(2)] LC эт" xp 20) 800) 
хәр х-р 
=Й e = fíp E 8(х)- d Somando e subtraindo f(p) g (p) ao numerador resulta 
Xp х-р х-р 
= f'(@) + &'(р). 


115 tim TOi emo — to 
Ө m х-р шалаа х-р 809 80) 


(Em palavras: a derivada de uma soma é igual à soma das derivadas das parcelas.) 
€, portanto, 


DG = lim LD AHD, im ч: 


= kf'(p), ou seja, 
хәр xp xp p 


3 š = f(p) #(р) 
(+) (ру 200) 800) — Рр) вр 


(807 (р) = Kf'(p). 8) (зор 
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(DD [f + g 001 = 6) +20. | 
(DO [f CO] = "ОЭ. | 
DIDIA Q0 Y = f'@) g 60 + f G9 60 


, 


po (28) = доо уеде) | 
80) [691 j 


Observação. A notação [ f (x) ]' é usada com freqüéncia para indicar a derivada de f (x) em ) 


EXEMPLO 1. Seja f (x) = Ax? + д2. Calcule. 
а) ]'@). bf) 
Solução 
af) = a р (DD Ay + осу. 
Pela (02), Oy = 4- (05) = 4: 3d = 122. 


Segue 
ро) = (Ay + (2) = 12 + 2х, 


ou seja, 
fi) = 122 + 2x. 


b) Como f'(x) = 12x? + 2x, segue f'(1) = 14. 
EXEMPLO 2. Calcule g'(x) onde g (x) = 5x* + 4. 


Soluçao 
g'G) = [+ 4]' = (5) + (4). 


resulta 
g'(x)- 20%. 


2х+3 
х2 +1 


EXEMPLO 3. Calcule f'(x) onde f(x) = 


Solução 


Pela regra do quociente 


22+3] | (x+ 3) (х2 + D — Qx 0 +10) 
x41 (х2 + 1)2 i 


ro- 


Já vimos que a derivada de uma constante é zero, assim, (4) = 0. Como (5х7)! = 20 
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Сото 
Qx*3 =2 e (2+ 1) = 2х 
resulta 


2(х2--1)-(2х + 3) 2х 


Ро) = 


(х2 + 12 
ой 
Foy = —2x2 — 6x + 2 
(х2 + D° 4 
EXEMPLO 4. Seja f(x) = (з? + D æ. Calcule f'(x) 
Solução 
Pela regra do produto 
FO = (3⁄2 + 1у' Є + (33241) (eS. 
Сото 
(3х2 + 1)' = бхе(еу = е 
resulta 
Го) = бе? + (3⁄2 + DE, 
ou seja, 
Ро) = (2 + 6x + De, А 
EXEMPLO 5. Ѕеја / (х) = e Calcule A о). 
x 
Solução 
Pela regra do quociente 
para (sen x) (x + 1) ^ sen x (x + 1Y _ (cos x) (x + 1) — sen x 
(x +1)? (x + 1? 
Assim, 
ho = (x +1) cos x — sen x = 


(x + 1? 


NIT 
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EXEMPLO 6. Seja f(x) = X + In x. Calcule f'(x}. 
Solução 
гой) = 06 ху = Gy + mao = 32 L, 
x 


ou seja, 


fo = 32 + L. 
x 


EXEMPLO 7. Sejam f), ў, ...,f,,, n 2 2, funções deriváveis em p. Prove, por indução finita, 


que fj +f +... + f, é derivável em p e que 
(t t. hO DEAD. жу). 
Solução 


1) Para n = 2 é verdadeira (01). 
ii) Seja k = 2. De 


AFERRA AR LATAS AAA 


segue que se a afirmaçào for verdadeira para n = k também o será paran = k + 1. 


EXEMPLO 8. Calcule a derivada 
1 
a) fa) = 30 + HAERES Dg) ox e ds. 
x 


Solução 


DIC) = ES + in +х+ 2] = Gy + (36) + (0) +02) = 15x + is +1. 1 


Assim, 
Ро) 5 + з +1. 


, 


beo) = Ё (S ds] =od ( 7) К 2х LEE 
х x É 


ou seja, 
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Exercícios 7.7 = 


1. 


Calcule f(x). 


afe = 32 + 5 bfe)si sexi 


of = 32 - 23 «4 Фуод) = 3х + Ух 

ar = 5 +3? ffe) = 23/x 
у= зк 1 nio i. 

270 x x x? 


Dfe) = Nx + ух 


2 | 
nf) = x? + х 
DICO 3 4 
: 1 1 
ру) =2x+ = + — 
x x 
DI = s + b ter + k, onde b, с e k são constantes. 


mfo- бо + Ve 


1 
. Seja g (0) = X + —, Determine a equação da reta tangente ao gráfico de g no ponto (1, g (1). 
x 


1 
. Seja f (z) =? + . 
x 


a) Determine o ponto do gráfico de fem que a reta tangente, neste ponto, seja paralela ao єїхо 


x. 
b) Esboce o gráfico de f. 


‚ Seja f G) = + 3⁄2 + 1. 


a) Estude o sinal de f'(x). 


b) Calcule lim fœ) e lim fm). 
x+% x>-0 


с) Utilizando as informações acima, faça um esboço do gráfico de f. 


. Mesmo exercício que o anterior, considerando a função f (x) = х + 22 — 5x. 


. Seja f) = x + 3x. 


a) Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa 0. 
b) Estude o sinal de f'(x). 
с) Esboce o gráfico de f. 


. Calcule F'(x) onde F (x) é iguala 


x x1-1 
а 5 b) 
x +1 x+] 
3243 ух 
c) d) 
5x—3 x+1 
е) 5х + f Ух + E 
Xu x42 
IZ n 242 
dx 12+3 
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10. 


li. 


12. 
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x 
. боја в (х) = ——— 


xil 


а) Determine os pontos do gráfico de g cm que as rctas tangentes, nestes pontos, sejam pag 


lelas ao eixo x. 
b) Estude o sinal de g'(x). 
с) Calcule lim (с lim 400. 


x— +e m 


d) Utilizando as informações acima, faça um esboço do gráfico de zg. 


. Calcule (х) onde f (x) é igual a 


a) 3x2 + 5 cos x 


с) x sen x 
ЖАР]. 
tg x 


e) 


ee 
2 3x +2 


i) Ax secx 
D x cotg x 

2 
mx +3xtgx 


al 


X sen x 


r) (5 + үх) соѕес х 


Seja (х) = х? зеп x + cos x. Calcule: 


DIO 
JF Ga) 


Seja f (X) = sen x + cos x, 0 < x « 27. 


a) Estude o sinal de / (х). 
b) Faga um esboco do gráfico de f. 


Calcule f'(). 


ajo) = хе 


QS) = е cos x 
Of = 33 In x + 2е^ 


оѓо) = 4 + 55 Inx 


ln x 


070) = — 
x 


cos x 
х2 +1 
d) хавх 

3 


sen x + cos x 


b) 


h) cosx + q + 1)senx 


j) 3 cos x + 5 sec x 
m) 4 sec x + cotgx 


cosec x 
X + sen x 


5) 


X — cos x 


OEKO 
AFA 


b)fG)-3x-5inx 


1465 
di = — 
L=. € 
x+1 
DIOS > 
хах 
ех 
mi = Si 
ex 
vet 
DIG) El 
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13. Sejam f, g e h funções deriváveis. Verifique que 
170) в CO h GO ]' = f'ix) g GO h О) + f (x) #' О) h (a) + f CÓ g GO А'(х). 


14. Calcule F (x) sendo F (x) igual a 


a)x e! cos x b) m (cos x) (1 + In x) 


e) e sen x cos x D+ Ax) tax 


“1,8, FUNÇÃO DERIVADA E DERIVADAS DE ORDEM SUPERIOR 


Sejam fuma função e А o conjunto dos x para os quais f'(x) existe. A função f” : A > R 
dada por x — f (x), denomina-se função derivada ou, simplesmente, derivada de f; dire- 
mos, ainda, que f’ é a derivada de 1." ordem de f. A derivada de 1.º ordem de fé também 
indicada por f а 

A derivada de f’ denomina-se derivada de 2.º ordem de fe é indicada por f" ou por f, 
assim, f” = (f ^)'. De modo análogo, define-se as derivadas de ordens superiores a 2 de f. 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = Зх? — бх + 1. Determine f”, f” e f”. 


Solução 


Ро) = 18x, para todo x; Dp = 


Ро = 9x? — 6, para todo x; assim De: = R. 
f") = 18, para todo x; Dy» =R. 


x? se x«l 
EXEMPLO 2. Seja f (x) — 
1 sex>i 


Esboce os gráficos de f e f’. 
Solugáo 


Рага x < 1,f(x) = x^, daí f! (x) = 2x. 
Para x > 1, f @) = 1, daí f” (x) = 0. 


Em 1 devemos aplicar a definição (se você já desenhou o gráfico de f, deve estar preven- 
do que f'(1) não existe). 


х2-1 
sex<l 

fœ- fa x-1 xtlsex«l 
Ecc = 

1-1 л 0 sexl 

daí E 

im OAO e im O ur. 
xt х-1 x>l х-1 
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Logo, f não é derivável em 1, isto é, f ' (1) não existe. Portanto Әу a: fat Аху— f(x) 
FO) lim — — At 
2x se x<1 dx А90 Ах 
ло) = ; Df =R Ш. В . 
0 se x>1 Observe que о símbolo Ax (leia: delta x) desempenha ади! o mesmo papel que o ñ em 


MECEDERS 


n - Fazendo Ay = f (x + Ax) — f (x) resulta 


вәд 


š 
H 
i 
T 


Exercicios 7.8 


1. Determinef’, f” e f". 


1 
а) оу = A + 2x ыға) = = E : Эр 

x A notação dixe é usada para indicar a derivada de y = f(x) em 

57084) 
оғо) = 52 - ын йу) = 3⁄2 — 6x +1 У 
х 24 , 
х= X de Ер = f'(xo) 
à А x = х 
X° +3х se x«l df 
= хіх! (= „ai ão 2- indi 4 г = S p 

e) fœ) = хіх A fG РЕР Usaremos, ainda, а notagáo di para indicar a função derivada de y = f(x): I -1F'. 


A derivada de y = f (x), em x, será então indicada por 4 (:/'( = eb. (x). 
2 dx 
f 


Ж 2.4 
Se a função f for dada por s = f (f), as notações 5 e 4 (7) serão usadas para indicar /7(0). 


Pela definigáo de derivada 


2. Esboce os gráficos de f. f' e f". 


x? +3х se x «1 
ao = xx DIO) = 
5х—1 se x>l 


ds _ As 
3. Determine a derivada de ordem n. dr E Rua АГ onde As = f (t + At) — f (p. 
а/о) = ё Буғо) = senx EXEMPLO 1. Seja y = 5i? + 22. i 
c) f G) = cos x Df) = In x jay = 5x + x°. Calcule a derivada. 


Solução 


A 4 
7.9. NOTAÇÕES PARA A DERIVADA z = 2 (88 + 2) = (53 + х2)' = 1552 + Dr 
Freqüentemente, usamos expressões do tipo y = f (a), s = f (D, u = f (v) etc. para indici Assim, 
uma função. Em y = f (x), y é a variável dependente e x a variável independente; em s = fl A dy 1 
sé a variável dependente e t a variável independente. 1 Z= 151% + 2x. 


Se a função vem dada por y = f(x), a notação, devida a Leibniz, 2 (leia: derivada @ 

x ү 

em ге1асйо a x) ё usada para indicar a derivada de fem x: Y = $ '(x). De acordo соп 
Бус dx 3 
definigáo de derivada 


? 4 E 
Observe que o símbolo Н aplicado a 5x? + x? indica a derivada de 5⁄2 + xem relação 


Ax. Da mesma forma, a notação (s + xy indica a derivada de 5 + x, em relação a x. 
= 
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EXEMPLO 2. Calcule = sendo s = ; 


Solução 


_ Gy +- 502 +1) 


ой seja, 


ds _ 5—52 
d (2-1 


А 


Хай taces d 5t A St 
qui as notações 1641 Hi 


EXEMPLO 3. Seja y = u2. Calcule 2. pela definigáo. 
и 


Solução 


Façamos f (u) = u^. Assim, 


| indicam a derivada de 


Ди + А) fO) qo 


E 


(2 +1)? 


12 


a 
(u + Au) и” u. 


dy Я 
— = (и) = lim 
du PM Au 0 Au 
dy 
Assim, y = Ps Ў = 2и 


EXEMPLO 4. Calcule. 
d 2 
— = 5x]. 
a) ds [x x] 
с) H (1? — Su]. 
Solução 
aL p- sd = OZ 5) = 2x — 5. 
dx 
d , 
b) — [cos t] = (cos 1)” — —sen t. 
dt 
d (2 Б = 
с) — [i — Su] = (и — 5и) = 2и — 5. 
du 


4) £ [u tg и] = (u tg u) = tg u + u sec? u. 
u 


àu > 0 Au 


b) £ [cos t]. 


4) < [u tg u]. 


: p emrelaçãod 
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: EXEMPLO 5. Seja x = 2 sen t, Calcule. 


3 dtt = m. 


ах _ 4 (? sen f) = 2f sen t + í cost. 
de dt 


dx 
ER =t(2sent+tcos D. 


É muito comum a notação у = y (x) para indicar uma função, observe que nesta notação 
a letra y está sendo usada para indicar a função e ao mesmo tempo a variável dependente. 


EXEMPLO 6. Sejam u = u (x) e v = v (x) funções deriváveis num mesmo conjunto A. 
Segue das regras de derivação que para todo x em À, tem-se 


dy d d di 
ay=utv Y = [u + y] = np 
dy d du dv 
by- - = 22 : 
) y = uv dx (uv) v+u 
du и 
с)у= т dy = B = dx m dx em todo x € A, com v (x) + 0. = 


EXEMPLO 7. Seja y = vê onde u = u (x) é uma função derivável. Verifique que 


e = 2и La | 
dx dx 
Solução | 
у=и:и Y = [шз A 
dx dx dx dx 
Assim, 
e So duoc " 
dx dx 
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EXEMPLO 8. Calcule 2, onde y = 02 + 3. “onde E deve ser calculada em и = g (х). 
dx du 


Solucáo Solução 


Façamos и = x? + 3x. Assim, 


dy jm (gG + AD f(g(x)) 
Ах 
y = id, onde u = x? + 3x. dE rara 
= lim (G+ AO) FO) , gx + Ах) ata) 

Pelo exemplo anterior, Ax 50 g(x + Ах) - g(x) Ax j 

4 di 

Z = 2u a Temos 
5 g(x + Ах)— g(x) Р Au _ du 
Como 2 = 2 [2 + 3x] = 2x + 3, segue que 225) Ах Eus Ах dx 


Fazendo Au = g (x + Ax) — g (x) resulta 
dy 


2 = 2 (x? + 3x) (2x + 3). 
da ROT ШЕ ЭШ im /(gG + AG) LED jim Fu + Au) fa) 
x Ах 0 g(x + Ах) – g(x) Au>0 Au 


= im DD 


2 " 9) Y ? 
Observação. Vimos, no Exemplo 7, que sendo y = u^ com u = u (x) derivável, resul Au SO A - йй 


dy du 
== = 2и —. 2 
s ES d d onde E deve ser calculada em u = g (x). Assim 

Por outro lado, y = e > e. [ 2 = 2u. Assim, ү 

du du 
dy _ lim Ay lim Au 22 ау du ч 
Ф dy _ dy du dx Ан-0 Au Ax 20 Ax du dx 
dx du dx 


d d 
Observação. De zr = f'(u) e ЕЕ = g'(x) temos, também, 
и x 
onde БЭ deve ser calculado em u = u (x). Provaremos mais adiante que esta regra (1), coi 
u 
cida como regra da cadeia, é válida sempre que y = y (u) e u = u (x) forem deriváveis. dy = (и) 20), U= g, 
A seguir, provaremos (7) num caso particular. dx 


EXEMPLO 9. (Regra da cadeia: um caso particular). Sejam у = f (u) е u = g (x) fun: Ou sejas 


deriváveis с tais que, para todo x no domínio de g, g (x) pertença ao domínio de f. Suponh кошу! , 
mos, ainda, que Lf( ON = f'(g (0) 260. 
Аи = g (x + Ax) — g (X) #0 р а?у а (dy 
3 Seja y = f(x). A notação Mg ийн (2) será usada para indicar a derivada de segun- 
para todo x e x + Ax no domínio de g, com Ах + 0. Nestas condições, a composta у = f (g (х) dx dx Мах 
é derivável e vale a regra da cadeia Я da ordem de f, em х, isto é d2y 
» a dà 
dy _ d (dy 
de (а? 


= f" (x). A derivada de 3.* ordem será, também, indicada 


| e assim por diante. 
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EXEMPLO 10. Seja y = Зх? — бх + 2, Calcule 


42у Фу 
а) dx? p dx2|x = 0. 
Solução 
o) 95-34 88 — бу+ 2] = 9 — 6 

ах dx 


diy 
24 = 18x. 
dx 
dy 2 T 
b) —5 = 0, que é o valor da derivada segunda em x = 0. 
ахх s= 0 


EXEMPLO 11. Seja y — Px onde x = x (1) é uma função derivável até a 2.º ordem. Үе 


fique que 


a) Ф = 3x + 24 
аг dt 


2 2 
» 23 mr Esp dx 
dr? dt 


Solução 


a) Observe que x é uma função derivável de 1. Pela regra do produto, 


dy da E e] 3 dx 
-== = — O —— 
dt а A de el dt 
ou seja, 
e =зх + ай 
dt dt 
b) Temos: 


dt? 


2y 
y uud [325] + 2 Ё Tj ort EE, =+ 
di dt dt dt 


us 


ta 
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qu seja, 


a? dx a 
2 =бх+ бё Z + OS и 
dt dt dt 
Exercícios 7.9 
1. Calcule a derivada. 
XS má 
а)у= 5х + 6бх—1 Вуу- Ví +> 
t 
1 
С) ау = tcost 
1+1 
и+1 
гуул Px = Pe 
In u 
1 x1 
gs-etgt һуу= 
sen x 
Р 2 
Dy = Vu secu Duc cH 
t 
3 
Dx = e cost m)u = 52 + — 
v 
4 1 
пу=—тт? o) E=-v2 
3 2 
1 2 a b 
p) E = — mv“, m constante qQU- “(27769996 b constantes 
2 x x 
x3 
2. Seja y = . Calcule, 
x+ dx 
4 dy 
y 2 » Z 
dx dxlx= 
р 2 é š И ду dx 
. Seja y = /“x, onde x= x (t) é uma função derivável. Calcule p" supondo a : - 
Ч = 
ex = 3рагат= 1 (isto é, x (1) = 3). 
Considere a fungáo y = xP, onde x = x (1) é uma função derivável. Calcule 2 sabendo 
el = 
ах 
дие — = 3 e que x (2) = 1 (istoé, x = 1 para = 2). 
йи = 2 
: 2 t š тал Фу 
. Considere a fungáo y = , onde z = t (x) é uma função derivável. Calcule Em 1 
x+1 х= 


dt 
sabendo que а i = 4 ë que t = 2 para x = 1. (Observe que t está sendo olhado como 
х= 


função de x.) 
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10. REGRA DA CADEIA PARA DERIVAÇÃO DE FUNÇÃO 


erm vil v dy _ 
6. беа у= зас Verifique que х p + 2y=0. COMPOSTA 


ejam y = f (x) e x = g (t) duas funções deriváveis, com Img C D, Nosso objetivo, a 
Sej : f J 
seguir, é provar que a composta h (t) = f (g (0) € derivável e que vale а regra da cadeia 


. =2 : dy 2 
7. Seja y = ———.,. К constante. Verifique que — — = 0. 
Ја y +K que а! d Xy 


8. Calcule a derivada s da. 3 pu , 
alcule a derivada segunda. : [0] п) = (6 (0) g (0,1 € р, 


ау= х -2x-3 b)x= tsent 


Antes de passarmos à demonstração de (1), vejamos como fica a regra da cadeia na nota- 


dy= x? 25 dy=ilnr ção de Leibniz. Temos 
x 
dy dx 
x Dg AX 
u e) x = é cost йу = dx Fo e dt 80. 
dy dy Sendo a composta dada por y = f (е (0), segue de (1) que 
9. Seja y = x? — 3x. Verifique que x M ALD n 
| " E TENEN 
10. Seja y = —. Verifique que х2 T -6 27, 
x dx dx dy " : 
P = Р(х) g'(1), onde x = g (p. 
ах Assim. 
11. Seja x = cos t, Verifique que ua *x-0. шиг 
д 
de dy. dx 
dt аа 


2 
d 4 
12. Seja y = e* cos x. Verifique que 2 -22+ 2y=0. 
dx dx 


d 
а? y dy onde E deve ser calculado em x = g (0). 
13. Seja y = te. Verifique que — 2—+y=0. dx Ч ? 
dt di Suponhamos y = f(x) derivável em p, x = g (1) derivável em їр, comp = g (tg), e Img C р, 


Seja h (1) = f (g (1)). Vamos provar que 
h'(tg) = f'(g (to) g to). 
Para isto, consideremos a fungáo T dada por 


TO) = f @) + f) @ — p). 


14. Suponha que y = y (7) seja derivável até a 2.º ordem. Verifique que 
а?у 

жа жө 24, 
аг 


d| 3 dy] dy 
г +) = Qr 1) — 
21 a dr 


15. Seja у = x, onde x = x (t) é uma função derivável até a 2.º ordem. Verifique qué 


16. Suponha que x = x (1) seja derivável até a 2.º ordem. Verifique que 
ғо) 
TO oc 


«( а) (E) dix 
b) x = +x— 
dt dt dt di 


172 Um Curso de Cálculo — Vol. 1 Derivadas 173 


Observe que o gráfico de T é a reta tangente ao gráfico de f, em (р, f (p)). Temos 


Ро) = Тб) + E (2) dy _ dy du 
o8 dx du dx 
@ Ро) = РФ) =f p) (р) + E Q), x € De onde ФУ deve ser calculada em и = g (0). 


du 


onde E (x) é o erro que se comete ao aproximar f (x) por T (x). Conforme vimos no Exemp : EXEMPLO 1. Calcule a derivada. 


8 da Seção 72, E (x) = р(х) (z — p), x € Dg onde Es ро) = 0 = p (0). Fazendo em q у= gg b)y — sen ?. 
x = g () e p = в (у) e, em seguida, dividindo ambos os membros por t — tg, (1 fo), obtemg 
Solucáo 


LEO) Z feto) 800) = f' (g (to)) 80) — elo) — 800) + EE 3 ау = е“, onde и = 3x. Pela regra da cadeia 
t=to t—to t— to 
Temos dy = ду du 
dx du dx 
tim f'g (ру ELEC = rtg ay gy. dicun dd 
ээң 1—0 Como — = e“ e — = 3, resulta 
du dx 
Por outro lado, de E (x) = p (х) (x — p) segue E (g (D) = p (g (0) (g (1) — 8 (19)). Te 
dy _ 04 dy _ , 3 
—=e "3ou — —3e*, 
dx dx 


lim р(2(0) = lim р(х) = 0 
оц x>p 2 
b) y = sen x, onde x = г. Pela regra da cadeia 


Daí 
А Фф 
tim EGO) _ tim pay $0809 0. о) =0 а dx di 
12319 t — to 15% t— to 
dy 
Portanto Como = =cosxe = = 2r, resulta 
: h(t) — h(& 2 (g(t) — to) y А 
марс im ПОА) 2 үд 2809-8009 ee (y e (9. а ба 
бэ 1-10 ә t— to dt 
x ou seja 
7.11. APLICAÇÕES DA REGRA DA CADEIA 
3 ду 
Pelo que vimos na seção anterior, sendo y = f (u) eu = g (x) deriváveis, com Img С DA - = 21 cos 2. 


então а derivada da composta у = / (g (x)) é dada por 


5 ^ a Y l x 
Poderíamos, tambéin, ter obtido = aplicando diretamente a fórmula 
t 


LEE 
LEON =P (D) 80. Veja: 


ou 


; dy 2 
dy = f'{u) g'(x), onde z = g (a) = = [sen gy = sen' 2 (PY = 2t cos 2. п 


ах 
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EXEMPLO 2. Calcule f'(x), sendo 
аро) = Gx + 1), b) f @ = cos 3x. 
Solução 


afi) = i), onde u = зх? + 1. Temos 


du 


van dr La) M md 2 
FO du w] + 3u ЯН 3(3х7-41У (6л), 


ou seja, 
Ро) 18х (3⁄2 + 17. 
БУР ОО = [cos 3x]' = cos’ 3x - (3х) = —3 sen Зх. 


dy 


EXEMPLO 3. Calcule ue sendo y = In (2 + 3). 


Solugáo 
y=Inuu= +3. 
uy c [In z] eu 5356, 
dx du d u 
ou seja, 
dy | 2x 
dk x2+3 


EXEMPLO 4. Seja f: R — R uma füngáo derivável e seja g (x) = f (cos x). Calcule g| 4 


supondo r(3) = 4. 
Solução 
Pela regra da cadeia 


g'(x) = f'(cos x) (cos x)” 


ou seja, 
8 (x) = —sen x f'(cos x). 
Então 
т 43 1 
| == = p[z|--248 
«(£) 2 15) з 
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| 
[EMPLO 5. Suponha g derivável. Verifique | ue | 


a) [ef] = е0 куу, 
b) [In g (o = £ e | 
g(x) 


с) [cos g CO]' = ~g (х) sen g (x). 
d) [sen g (91' = g (5) cos g (х). 


Solução 
gy = e^ u = g (0). 
dy dyd d (uj d 
dx  dudx di dx. 
Assim, 
dy mos E 
PE € g'G)u- g G), 


qu seja, 
(ед oy = el Deo. 


b)y = Inu, u = g (z) 


dy 


g'(x) 
а(х) 


а du _ 1 

1 mu 
dx du шш dr u g'@) 
(0) e (d) ficam a seu cargo. 


EXEMPLO 6. Seja y = х2 e**. Calcule a derivada. 


Ёо E ^ 


Solugáo 
Pela regra do produto, 


dy 5 
E = y e + 2 (y. 


Como (х2) = 2x e (ey = e™ (3xy = 3e? resulta 


| useja, 
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EXEMPLO 7. Seja y = xe A. Verifique que 


Da ; 
45 ыа быды 
ах? dx 
Solução 
dy _ 2 Exeo) = e a 
dx 
5. 
EN 216725 — xe? = 20% — [20% — Axe >] 
^ = —4е 75 + дҳе 2, 
Entáo 


2 / a 
5 У4 2 + ду = [7467 7 + Axe] + 4 [e 22 — 2xe 7] + Але ?* 
x X 


= —4e Ridge 20 + де T — Bre 7 + Axe D 0. 


d 
EXEMPLO 8. Calcule 23 sendo y = cos 5x. 


Solução 
Bi = —5 sen 5x 
dx 
2, 
ФУ = —5 (sen Sx]' = —25 cos 5x. 
dx 
dy 
EXEMPLO 9. Calcule —. 
dx 
x+l 3 EN 
= х b = 3 3 
) y Е + 1 ) у= 4х 
Solugáo 
a o _ xtl 
а)у=и,и RT 
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Como 


x+1 ү _ x2+1-—(x+])2x | -12-2x+1 
(х2 +1)? (x? +1)? 


resulta 


dy (xr Y 2 2x41 
=4 
dx х? +1 (х2 +1)? 


Н 
b) у= i3 , ondeu =x? +3. 


2 2 
dy 1 т du 1.» mis 
— = uy 3 ——=—({(х?+3) 3(x2 + 3. 
сн 2 ап 
Assim, 
$b 02x _ " 
а 3jo2+32 
EXEMPLO 10. Seja g derivável en = O inteiro. Verifique que 
а) е ОО = n (g 0770200. 
Vny = 1 PD 
bO ] = p Gor  ¿(ta=2). 
Solugáo 
a)y= u, u= g (x). 
dj Q d n NN 
dx qu (и) ur RH 200, 
ou seja, 
d Е 
Zne go. 
dx 
b) Fica a seu cargo. п 


EXEMPLO 11. Seja f : R — R uma função derivável até a 2.º ordem e seja g dada por 
8 (x) = f (x^. Calcule g” (2), supondo f (4) = 2 e f” (4) = 3. 
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Solução 
вто) = fe Оду = axe. 
g"@) = [ar = Qxy fre) + 2x PG. 
Como (7023 = 2) (3)! = 02) 2x, resulta 
в") = 2/65) € a fro. 
Entáo, 
g") = 2/'(4) + 16/"(4) 


Ou seja, 


82) = 52. 
EXEMPLO 12. A função diferenciável у = f(x) é tal que, para todo x € Da 
x f (x) + sen f (x) = 4. 


Mostre que 
— fO) 


ғо = x + cos f(x) 


para todo x € Dg com x + cos f (x) + 0. 


Solução 

[xf G) + senf (x)]' = 4". 

[xf GO] + [sen f CO]' = 0. 

fo) + xf' Q) + [cos 7001-7709 = 0 
daí 
f'@) [x + cos fœ] = —f G), 
ou seja, 
EN A) 
Fo x + cos f(x) 


em todo x € Dycom x + cos f(x) + 0. 


EXEMPLO 13. Seja y = 25, onde x = x () é uma função derivável até a 2.º ordem. Verifi- š 


que que 


dy (& : dx 
=6 +3x? 
di? "lar J х 
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Solugáo 
4 4 4 
У = Зр 
а ах а 
ou seja, 
dy 2342 Lg 
dt dt 
Py pad dana, 2 (2) 
а? а а d dt \ dt 
Como 
2 
Ga?) = put 6 dx «(81 qe 
di dt а dt dt dt 
resulta 
diy A үдэх 
а? й 4 а? 
ou seja, 


Exercícios 7.11 


1. Determine a derivada. 


a) y = sen 4x b)y = cos 5x 
Afo = е d) f G) = cos 8х 

e) у = sen г Dg= In (r 1) 
g)x = ar h) f (a) = cose” 


D y = (sen x + cos ху 


D /су-1 224 


Үхэл 
n) x = In (Ë + 3: + 9) 
р) у = sen (cos x) 
DIC) = cos (2 + 3) 
Dy = tg Зх 


у= {3х +1 
my= e 


af = E 
DICE + 


—— 


8) улгүүх + et 
u) y = sec Зх 


2. Seja f: R — R derivável e seja g (0 = 2 + 1). Supondo f '(2) = 5, calcule g'(1). 


3. Seja f: R — R derivável e seja g dada por g (x) = (е^). Supondo f '(1) = 2, calcule g '(0). 
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‚ Derive. 


) cos 5x 
4) у= 

sen 2x 
Dy=f з! 


D) y = (sen 3x + cos 23? 


п)у=ш(х + RE +1) 
) y = х 2x + 1) 
r) y = In (sec x + tg x) 


COS X 


DIÍO= 


2 
Sen“ x 


. Calcule a derivada segunda. 


a) y = sen 5t 
€) х = sen ой, w constante 
2 


ду= es 


gy=n0é+1) 


Dy=e *- ¿A 
Dy= 
? x? 41 
sen 3x 
п) у= 


ex 


р) у = sen (cos x) 
23 
r) y = хех 


бв = Ji +3 


з 


2 DN 
Раб) = е In( + АХ) 
my=jet+e* 

| 7 
o) у= x^ + e** 


Фу Un c? + DP 
s)y= сох х” 


IO = (+ ех 


раве 
и = to 
in Gr + 1) 
b) y = cos 4t 

=} 
ду=е * 

e 
у= 

п 

х 
h) y= 

х1 
Л у= е^ соѕ2х 

3x +1 
т) у= 5 

X^ + х 
o)y=xe 2% 
) fo 4x +5 

x)= 
4 х2 -1 
Mec. 
s) у= 

2+x+1 


иуу=хўх+2 


6. Seja g : — R uma função diferenciável e seja f dada por f (x) = x g (x°). Verifique que 


Ро) = g Ө?) + 27 ge. 


do g (1) = 4eg'(1) = 2. 


Ро) = е g (3x + 1). 


7. Seja g : R — R uma função diferenciável e seja f dada por f (x) = x g (x^). Calcule f'(1) supon- | 


8. Seja g : R — R diferenciável tal que g (1) = 2e g'(1) = 3. Calcule /'(0), sendo f dada por 


9. Seja f: R > R derivável até a 2.* ordem e seja g dada por g (x) = fie. Verifique que 


во) = 4e f) + ue 


2x 


2 


го 4 
10. Seja y = e”. Verifique que P —4y = 0. 


11, Seja y = хе^, Verifique que 


d'y d 
44-42 +4у=0. 
dx dx 


12. Determine а de modo que y = ей verifique a equação 


13. Determine а de modo que y = е“ verifique a equação 


2 


2 
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y 
-3% +2y=0. 
„+? 
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14. Seja y = e“, onde a é uma raiz da equação X + aÀ + b = 0,com ae b constantes. Verifique 


que 


ау dy 
— ta— +by=0. 
dx? dx 4 


15. Seja g uma função derivável, Verifique que 


a) [tg g 0017 = sec? g 008700) 


b) [sec g GO] 


ec g (a) tg g (х) * g'Q) 


с) [cotg g (x)]! = —cosec“ g (x) : g'(x) 


d) [cosec g (x)]' = —cosec g (х) соц g (z) : 8700) 
16. Derive. 
а) tg 3x Буу = sec 4х 
с) cotg x d) y = sec (tg x) 
e) y = sec x? TERT 
g) y = cosec 2x һуу= х tg 4x 
i) y = In (sec Зх + tg 3x) Dy=e *зес x 
ђу= о? + cotg x)? my= x^ tg 2x 
17. Seja y = cos ot, w constante. Verifique que 
By 
+ cy =0. 
18. Seja y = e "cos 2t. Verifique que 
ау ау 
— +2— + 5у = 0. 
di? а o7 
E +1 
19. Seja y = А . Verifique que 
xc 
2 
d 
а- 227. 
dx 
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20. Seja y = f(x) derivável até a 25 ordem. Verifique que 


29. Sejaf:1-n. 1 > R uma função derivável. Prove 


a) Se f for uma função ímpar, então f ' será par. 
b) Se f for função par, então f’ será ímpar. 


d dy dy d? 
[° 1 ] =2x ? +x? >. 

dx ах! ах ах 

30. Seja g : R —> R uma função diferenciável tal que g (2) = 2 e g'(2) = 2. Calcule H'(2), sendo 


21. Seja y = yx? +1. Verifique que Н dada por Н (x) = g (g (8 00). 


2 2 
4 
(>) + т 
dx di? 


7.12. DERIVADA DE f (x) (к) 


P А : Sejam fe g duas funções deriváveis num mesmo conjunto А, com f(x) > O para todo x € A. 
22. Seja y = y (x) definida no intervalo aberto Ге tal que, para todo x em 1, Consideremos a funcáo definida em À e dada por 


САРЫ 0 20, 
dx 


Aplicando In aos dois membros obtemos 
1 Verifique que, para todo х em T, 


2 In y = g (z) In f G) 
d 
Р = 2х + 212y + 2y3. 


| | 
i | e, assim, 

| 3 

Ё 23. Seja y = f (x) uma função derivável num intervalo aberto 7, com 1 € /. Suponha f (1) = 1 e3 y= e [6] мло) 

1 que, para todo x em /, f'(x) = x + FOR. 3 
| а) Mostre que f "(x) existe para todo x em Z. ou seja, 

b) Calcule f"(1). Я А 
| c) Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa 1 fox 0) = o, 
| 24. Seja y = y (r) derivável até а 2.* ordem. Verifique que Entáo, 
2 2 25 4 
2 (> 2) 2y (2) + y? 5 > [100800] = вод n 709 [eco In f Gol 
ғ r r rt 
i €, portanto, 


25. Seja y — котту onde x = x (f) é uma função definida e derivável em R. Verifique que, 
F 1 


para todo z real, 


[EO] = 16080 [gG In f COT 


d dx 
2- -2xy? ELS 


dt dt 


EXEMPLO 1. Calcule a derivada. 


4 3 
26. Seja y = a onde x = x (t) é uma função derivável num intervalo aberto 7. Suponha que, para 3 dy= x. by- 3. 
dx dy sg? 
todotem /, x (f + 0e p = В, B constante. Verifique que m = E 
Ч Ч х 
27. Seja fuma função diferenciável e suponha que, para todo х € Dr э? + senf (x) = 2. Mostre 3 
6x + sen f(x) 


x cos f(x) 


Solugáo 


dx = е 


que f(x) = 5 para todo x € Ds com x cos f (x) + 0. Q5» = e P (x 1n xy =x" (ах + 1), 
3 ой seja, 
28. A função diferenciável y = f (x) é tal que, para todo x € Df o ponto (x, f (x)) é solução da 3 


equagáo ху) + 2ху? + x = 4. Sabe-se que (1) = 1. Calcule (1). 69 = (1+ In x). 
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py-ghi 


GY = ¿13 (x ln 3Y. 
Como In 3 é constante, (x In 3)' =x’ In 3 = In 3. Assim, 
(BY =3 In 3. 
EXEMPLO 2. Seja a > 0, a = 1, constante. Mostre que, para todo x, 
(a) = a* In a. 


Solugáo 


ах = е Ina 


(Фу НЫ ¿Ina (x In a)". 
Como (x In ay = x' Ina = In a, resulta 
d = аа. 


EXEMPLO 3. Seja а uma constante real qualquer. Mostre que, para todo x > 0, 


aY = gat 71, 
Solução 
дэ Inx 
(x5! = eta nx). 
Sendo a constante (a ln xy = а (In x)' = ыў Assim, 
x 


EXEMPLO 4. Calcule a derivada. 
Df = xv? b) y = 8* + log; x. 


Solução 


DF оў) = 12271, x » 0. 
b) Pela fórmula de mudança de base, 


1 
logs x = — In x. 
5257 162 
Entáo, 


(8^ + log) x) = 8'm8 + 


112" 
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Exercícios 7.12 


1. Calcule a derivada. 


a) f) = 5* + loga х b) у= > + 35 
90-35! elg, 6? + 1) d) y-Qx D 
9G) = х": f) s @) = (3 + соз х) 
gy= X° sen x h) у=! 
ђу= (1+ D^ i constante Л у= 10° — 10% 
Dy = @ + sen 895 31 m) у= (1+) 

*: 
p) y = X” + т D ysta) 


2. Sejam fe g deriváveis em A, com f (x) > Ост A. Verifique que, para todo x em A, 


ГРО) 9]! « £G9809 ах) а (а) + рб) РО) 01 ES 
© © 


Observe: (1) é a derivada de f (x) ^, supondo f constante; O é a derivada de f (x)8 ®, supondo g 
constante. 


3. Utilizando o resultado obtido no Exercício 2, calcule a derivada. 

b) y= 0 + y 
dD y= + 32 
Ay=@ +1)” 


a)y = (x + 2)° 

c) y = (4 + sen 3x)* 
2 

e) у= (3 + т) 


7.13. DERIVAÇÃO DE FUNÇÃO DADA IMPLICITAMENTE 


Consideremos uma equagáo nas variáveis x e y. Dizemos que uma fungáo y = f (x) é 
dada implicitamente por tal equação se, para todo x no domínio de f; o ponto (x, f (x)) for 
solução da equação. 


EXEMPLO 1. Seja a equação x4 y = 1. A função у= П х2. é dada implicitamente 


pela equação, pois, para todo x em [—1, 1], 


“+ а х2)? = 1. 


" s " 
Observe que a função y = -ү1- х? é, também, dada implicitamente por tal equacáo. 
= 
EXEMPLO 2. Determine uma função que seja dada implicitamente pela equação 
Ytx-1-0. 


Solução 


| 


+ plicitamente pela equação y + y = x. Calcule f (0), f (10) ef(—2). 
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A fungáo 


LO 4. Seja y = f (x), x € R, a fungáo dada implicitamente pela equagáo y +y=x 
е y +4 Suponha que f seja derivável. 
y=-——-xx € R, 
2 1 


а) Mostre que f'@) = SUGGEST 
p Determine a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto (10, f(10)). 


é dada implicitamente pela equacáo. É claro que 


TA R 
y 7—5, x € R. -Solugúo 
a) Como y = f(x) é dada implicitamente pela equação y + y = x, segue que, para todo x, 


HOP +70 = x 


é outra fungáo dada implicitamente por tal equagáo. 


EXEMPLO 3. Mostre que existe uma única função y = f (x), definida em R, e dada i E 


Solução 


Liga + IO 


A função g (y) = > + y é estritamente crescente em R (verifique), contínua, col 


lim (Уу +y) = + ое lim O? + y) = — о. Segue do teorema do valor intermediári Assim, 
y += y>-0 | 
que para cada x real existe ао menos um número y tal que BIOP РО) 2 1 
Ф »ty-x e, portanto, 


1 
BES 417 


Como g é estritamente crescente, tal y é o único número real satisfazendo СО. A funçã 
f, definida em RR, e que a cada x associa f (x), onde f(x) é o único real tal que 


Fu) = 


3 25 
ІРО) + f @) = x, Poderíamos, também, ter chegado a este resultado trabalhando diretamente com a equa- 
ãoy +у=х 
é a única função definida em R e dada implicitamente pela equação. ан 


Ayo 
puit +y] 1] 


Cálculo de } (0) 
LAC +10) =0 e> / (0) (6? + 1] = 0; ч 

assim. 

я ry „ФУ — 

F(0) = 0. a tu 
Cálculo de f (10) 
d d d 4 
1700) + f00) = 10; Como -21391---1391-427:3У 22 vem 


deste modo, f (10) é raiz da equação y + y = 10. Como y = 2 é a única raiz, resulti 
10100) = 2. 


Cálculo de f (—2) 
€, portanto, 
f C 2) é a única raiz da equação y + y = —2. Assim, 


fc2--. 
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b) A equação da reta tangente ao gráfico de fem (10, f (10)) é: 


y —f(10) = (10) (х — 10) 


f(10) = 2 (veja exemplo anterior) 


1 1 
00) = == 
EE 


Substituindo na equagáo acima, obtemos 


y 2= A ошу at 


EXEMPLO 5. A função y = f(x), y > 0, é dada implicitamente pela equação “+ у? 


a) Determine f (x). 


b) Mostre que x + y 2 = 0, para todo x no domínio de f. 
c) Calcule de 
dx 


Solução 


ах -y-4ey-t 44-32. 
Como y > 0, resulta f(x) = 44 - 32,72 « x « 2. 


b) Para todo x no domínio de f 


dos 2 d 
— [xº + y^] = — [4]. 
3 У] a Ut 
Como ps 2.02212 2 2 vem 
2x 4 2y ® — 0, 
dx 
ou seja, 
dy 
x+y=2=0 
e 
dy dy х 
Dex + y — = 0 obtemos — = — =. Assim, 
с) x Y ol dx Ё 
Уа =й 


ах 44— x 


=» pois, у = 44-2, 
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2 : "oT Я 2 : 
Consideremos a equação sen y = x. No intervalo Е = z] a função sen y é estrita- 


" E : P "oq 
menie crescente e contínua. Assim, para cada x € [— 1, 1] existe um único y E Ë 2 5 2 
tal que sen y = x. Pois bem, a função y = y (x) definida implicitamente por esta equação e 


que a cadax € [—1, 1] associa y € [- 29 z] é denominada função arco-seno e é indicada 
por y = arcsen x. Assim, para y E ЕЗ z) 


Sen y = x €» y = arcsen x. 


Observe que o domínio da função arcsen é o intervalo [— 1, 1] e a imagem o intervalo 


т T m А 
Жас "x No próximo exemplo, vamos calcular a derivada de y — arcsen x supondo 


, 
que tal derivada exista. (Veremos mais adiante que y = arcsen x é de fato derivável em 
1-1, 1D) 


EXEMPLO 6. Supondo que y = arcsen x seja derivável em ] — 1, 1[, calcule 2. 
а 


Solução 
7T т 
у = arcsen x €> sen y = x (-2=›=7) 
k 2 2 
Temos 


£ [зеп DERE 


dx dx 
daí 
dy 
cos y) ==1 
( Уз 
e,portanto, dy. 1 Eye B Deco y + ser y =1eye | 5.5 segue 
dx cosy 2 2 2m 


cosy — yl — sen? y. Lembrando que sen y = x, resulta 


dy 1 
E 
dx ql— x? 
Assim, 
(arcsen х)'= —==, -1 <x<1 


1 
АД =x? 


x 


| 
f 
| 
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тт EXEMPLO 8. Calcule a derivada 
Consideremos, agora, a equação tg y = x. No intervalo | ` 2 2 > a função tg y é езт 
3 ca 


. : ТЭЭ b 3faresen x 
tamente crescente e contínua. Além disto, lim tgy— te lim tgy=-<. Segug a) y = x уус 


Керш cm 2 
A уз Solução 
z и 7 E 

que para cada x € R existe um único y € | Tt 2| tal que tg y = x. A função y = y (xy a) Você aprendeu na seção anterior como derivar tal função. Vejamos, agora, um outro pro- 


cesso para derivá-la. 


m~~ 


definida implicitamente por esta equação e que a cada x € R associa y E s > у= x dn = хх (0) 


denominada função arco-tangente e é indicada рог у = arctg x. Assim, para y € | T oque significa que y — x?) é dada implicitamente por In y — x) In x. Temos 


ola 


i 


Š tg y = x @ y = arctg x. 8. ENS "i In x] 
| 


dx 


No próximo exemplo, vamos calcular a derivada de y = arctg x supondo que tal derivada daí 
exista. (Veremos mais adiante que y = arctg x é derivável em R.) А 1 
52302 ma aj 
dy M х 
EXEMPLO 7. Supondo y = arctg х derivável em R, calcule de ou seja, 
x 
И = y [32 шх +]. 
Solução РЕР 
у = arctg x іу = x ЕЕЗ Dad, 
2 2 dx 
Temos b)y=Rjaresen x €» y = arcsen x. Assim, a função y = 3/arcsen x é dada implicitamen- 
te por y = arcsen x. Temos 
—-[ф y] = = Lx a ТРИЕ 
"Á— 2 jp uero x 
de s d 
daí daí 
2 
(sec? y) yd 
у2 = 
ах 
1 
e, portanto. = . Lembrando que sec” y = 1 + t. etg y = x, resulta A 1 
Em sec? y PEA, A E ы а Iesu ou seja, y'= E ERE 
33J(arcsen х) 1-х п 
dy = 1 Exercícios 7.13 
de 1+х? : "E "E y 
1. Suponha que y = f(x) seja uma função derivável e dada implicitamente pela equação 
Assim хуб +у+ х= 1. 
l FR 
(arctg x) 1+ x2 я Mostre que f'(x) = MA em todo x € Dycom 2xf() + 1 0. 
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Ç А ч { РЕ ON 
. Determine uma função y = f (x) que seja dada implicitamente pela equação xy" + y + x= ë 


dy 
. A função y = f (x) é dada implicitamente pela equação xy + 3 = 2x. Mostre que х ya 


dy 
. Expresse 2 em termos de x e de y, onde y = f (x) é uma função diferenciável dada implicjd 


; х, 4 Р, x 
. Determine a equação da reta tangente à elipse — + 
a 


. Verifique que yox +xoy = 2 é a equação da reta tangente à curva xy = 1 no ponto (хоу yy), x > 04 


. Suponha que y = f(x) seja uma função derivável dada implicitamente pela equação y + ay + 


10. 


. À função у = f(x) é dada implicitamente pela equação зу? + 2xy — x! = 3. Sabe-se que, para: ! 
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mente, vamos olhar para dx como um acréscimo em x e, em seguida, procuraremos uma in- 
terpretação para o acréscimo dy. 
a dy x Sabemos que f'(x) é o coeficiente angular da reta tangente 7, no ponto (x, f (x)), e que 
aicule — 
dx 


no dy = f(x). Se olharmos, então, para dy como o acréscimo na ordenada da reta tangente 
dx 


Р dy А 
Т, correspondente ao acréscimo dx em x, teremos — = f'(x). 
4 ах 


ах 

tamente pela equagáo 
9) xr y=4 by + ху=х+4 йу p= 124 
с)ху +2у=3 dy +y dx 
ex +4у* = 3 Potry=x 

252 ns 23 = 
gx +y +2у=0 уху +ху=2 ou 
E 3 Ё 2 2 
D xe + ху Dy+mne +y) =4 Ld 
I) Sy + cos y = xy m)2y + sen y = x dy = f'(x) dx 

. A função y = f (x), y > 0, é dada implicitamente por х. 42 = 2. Determine a equação x 


reta tangente ao gráfico de f, no ponto de abscissa 1 


Observe que 
Ау = f(x + de) — ЈО) 


€ o acréscimo que a função sofre quando se passa de x ax + dx. O acréscimo dy pode cntào 
ser olhado como um valor aproximado para Ay; evidentemente, o erro “Ay — dy” que se 
comete na aproximação de Ay por dy será tanto menor quanto menor for dx. Ё 
Fixado x, podemos olhar para a função linear que a cada dx E R, associa dy € R, onde 
p =f a ш Tal fungáo denomina-se diferencial de f em x, ou, simplesmente, diferencial 
ey = f(x). 


EXEMPLO 1. Seja у = х2, Relacione Ay com dy. 


2 


= 1, no ponto (xg, yo), yo + 0. 


b 


Conclua que (xg, yo) é o ponto médio do segmento AB, onde A e B são as interseções da reta] 
tangente, em (Xp, yo), com os eixos coordenados. 3 


x = 4. Suponha, ainda, que 1 € р, 


a) Calcule /(1). 
b) Determine a equagáo da reta tangente ao gráfico de f no рошо de abscissa 1. Solução 
ONES 3 Dl 
. A reta tangente à curva x? + y? = 1, no ponto (хо, yo), Xy > 0 e y > O, intercepta os ейхо du aY = 2x 


xe y nos pontos А e B, respectivamente. Mostre que a distância de A e B não depende de бу 


Y Assim, a diferencial de y — x^ é dada por 


d 2x dx. 


A reta tangente à curva xy — 22 = 1no ponto (хо, yo). хо > 0, intercepta o eixo y no ponto В, 3 


Mostre que а área do triângulo de vértices (0, 0), (хо, yo) e B não depende de (Xp, yo). Por outro lado 


Ay=(x+do? — 2 


todo x € Da f(x) > 0 e que fadmite uma reta tangente T paralela à reta 5y — x = 2. Determine 
T. З 


7.14. INTERPRETAÇÃO DE 4У como UM QUOCIENTE. 


Até aqui, 


P dy j 2 iu E 
que faremos a seguir é interpretar E como um quociente entre dois acréscimos. Inicial- 
lx | 


DIFERENCIAL dx 


dy 


tem sido visto como uma simples notação para a derivada de y = f(x). 03 


8 
| 
: 
| 
@ 
É 
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ou seja, 
Ay = 2x dx + (do? 


e, portanto, Ay — dy = (аху. Observe que, quanto menor for dx, mais próximo estará ауф 
Ay. 


EXEMPLO 2. Seja A = qr. Calcule a diferencial de A = A (r). Interprete. 
Solução 
dA 
T = A'(r) = 27r. 

A diferencial de A = 7? é dada por 

dA = 2mr dr. 

Interpretação 

А = т? é a fórmula que nos fornece a área de um círculo em função do raio r; dA = 2r d 
€ entáo um valor aproximado para o acréscimo AA na área A correspondente ao acréscimi 


dremr. 


yA 


r+ dr 


Observe que АА é a área da região hachurada e que dA = 27rr dr é a área de um retánguló] 
de comprimento 2r (2 лғ é o comprimento da circunferência de raio r) e altura dr. Vamos 


calcular o erro que se comete na aproximação 


° АА = 2arrdr. 
АА = a (r + drY. — ar) = 2ardr + n (dr? 
AA — dA = z (ar). 


Deste modo, o erro que se comete na aproximação (1) é igual a т (dry, que é a área d 
um círculo de raio dr. 
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EXEMPLO 3, Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para o acréscimo Ay 
que a função y = x sofre quando se passa de x — 1 a 1 + dx — 1,001. Calcule o erro. 


Solução T 
A diferencial de y = x, emx, é: 


dy = 2x dx. (a +ах) L--- 


Emx=1 12 


dy = 2dx. 


A 
xY 


Como dx = 0,001, resulta que 


dy = 0,002 
é um valor aproximado para o acréscimo 
Ay = (1.0012 — 17. 


O erro que se comete na aproximação Ay = dy é igual a 0,000001. Observe que 
1 + dy = 1,002 é um valor aproximado para (1 0019, com erro igual a 10 ~. " 


EXEMPLO 4. Utilizando a diferencial, calcule um valor aproximado para ./1,01. Avalie 
о erro. 


Solução 


Consideremos a função y = 4x. 
Primeiro vamos calcular dy para 


x=ledx=0,01. 
Temos: 
1 
dy = 4 
=, 
Ет х = |, 
1 
ау = -d 
к=з dr 


Portanto, dy = ах = 0,005 para dx = 0,01. Assim, 1 + dy = 1,005 é um valor aproxima- 


do (por excesso) de 1,01. Como 1,004 é um valor aproximado por falta (( 1,004)? < 1,01) 
segue que 


1,01 = 1,005 


com erro, em módulo, inferior a 0,001. . 
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Exercícios 7.14 


Pela definição de derivada, 


E 
[1 


1. Calcule a diferencial. 


¿DS vt t At) — va) 


аду=х у= а2 А-0 Мм 


З ‚= 3/ 
p= — dy= Ах 
xl 


v + Ar) — vit) 


uociente 
04 Ar 


é a aceleração média entre os instantes re t + At. 
2. Sejaa=P,1>0, 


EXEMPLO 1. Uma partícula move-se sobre o eixo x de modo que no instante г a posição 


а) Calcule a diferencial. xé dada por x = 1%, 1 = 0, onde x é dado em metros e t em segundos. 


b) Interprete geometricamente o erro que se comete na aproximação de АА por dA. (Olhe рай 2 г = 
A = É como a fórmula para o cálculo da área do quadrado de lado 1) a) Determine as posições ocupadas pela partícula nos instantes г = 0, £ = let = 2. 

b) Qual à velocidade no instante p 

Е 4 3 с) Qual a aceleração no instante г? , 

й 3Sa yS 3 шы dy Esboce o gráfico da fungáo de posigáo. 

a) Calcule a diferencial. 

5) Interprete geometricamente dV. (Lembre-se que V 
é a área da superfície esférica de raio r.) 


Solução 


é o volume da esfera de raio re que 47 


4. Sejay = 33x 


a) Calcule a diferencial. 


© 
"+S 


b) Calcule o erro que se comete na aproximação de Ay por dy. Interprete graficamente. 


7.15. VELOCIDADE E ACELERAÇÃO. TAXA DE VARIAÇÃO 


Suponhamos que uma partícula se desloca sobre o eixo x com função de posição х = f (tj 
Isto significa dizer que a função f fornece a cada instante a posição ocupada pela partícı 
na reta. A velocidade média da partícula entre os instantes te t + Ar é definida pelo 
ente ший угш, onde Ах = f(t + Ar) — РО) é o deslocamento da partícula entre š 

Ч 


instantes te t + Ar. A velocidade da partícula no instante t é definida como sendo a derivar 
da (caso exista) de fem t, isto é: 


— = — = 2. A aceleração no instante ғ é 
quodi a (f) = 2 (nus?) 


A aceleracáo é constante e igual a 2. 


244 5 
vi) = 3 FO. 


Assim, pela definigáo de derivada, 


v= lim ГОАО fi) 


. 
4150 At 


EXEMPLO 2. Uma partícula move-se sobre o eixo x de modo que no instante f a posição 


эй x é dada por x = cos 3г, z 2 0. Suponha x dado em metros e t em segundos. 
A aceleração no instante z é definida como sendo a derivada em t da função v = v (f) 


5 т 
a) Determine as posições ocupadas pela partícula nos instantes 1 = 0,t= >, t = y 
dv _ dx 
(есе сс, гє Жер 28, 
dt dt 2 3 
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Como E =3, 2 = 6x. Como x = 4 para t = 19, resulta 


b) Qual a velocidade no instante г? 
с) Qual a aceleração no instante 1? 
d) Esboce o gráfico da função de posição. 
dy 


p t = tg 24 (ems). 


Solução 


Deste modo, para x = 4, a velocidade da ordenada y será 24 (cm/s). 
f (x + Ax) — f (x) 
Ax 


entre x e x + Ax. А derivada de f, em x, é também denominada taxa de variação de f, em x. 


Seja a função y = f (x). A razão é a taxa média de variação de f 


E 


dy no 
Referir-nos-emos a pu como a taxa de variação de y em relação a x. 


A partícula executa um movimento de “vaivém” entre as posigdes —1 e 1. Seja Ay = f(x + Ax) — f (x); para Ax suficientemente pequeno 


b) = = —3 sen 31 ou v (f) = —3 sen 3r (m/s). Ay = р) Ax. 
d? Assim, рага Ах suficientemente pequeno, a variação Ay em y é aproximadamente f ' (x) 
> vezes a variação Ах em x. š 


42 = —9 cos 3rou a (0) = —9 cos 3t (m/s?). 


с) 


EXEMPLO 4. O raio r de uma esfera está variando, com o tempo, a uma taxa constante de 


Observe que a aceleração é proporcional à posição, com coeficiente de proporcionalidade! 5 (m/s). Com que taxa estará variando o volume da esfera no instante em que r = 2 (m)? 


5 аҳ _ 
—9, isto é, ШО: —9x. Solução 
: A dV | 4 3 
4) Seja їр o instante em que r = 2. Queremos calcular =— | ши Sabemos que V = au i 
Pela regra da cadeia 9 
av _ а 
- аг dr dt 
t 
E. Como de Anr? e VUES 5, resulta 
[E dr dt 
EXEMPLO 3. Um ponto move-se ao longo do gráfico de y — x? + 1 de tal modo que a sua dV _ 20ar? 
abscissa x varia a uma velocidade constante de 3 (cm/s). Qual é, quando x = 4 (cm), a ve- 3 dt 
locidade da ordenada y? 3 
Solução Para t = fọ, r = 2; logo, T m 807 (m/s). No instante em que r = 2,0 volume 
740 
estará variando a uma taxa de 807 (m/s). . 


Façamos, por um momento, x = g (f) e seja fç o instante em que x = 4, isto é, g (t9) = 4. 3 


ЕХ Д - li 24 y = 1. Sabe- dena- 
O que se quer entáo é a velocidade da abscissa y no instante 10. OU seja, dy EMPLO 5. Um ponto P move-se sobre a elipse 4 + y Sabe-se que as coordena 


dt |t = tọ 4 das x (1) e у(1) de Р são funções definidas e deriváveis num intervalo 1. Verifique que 
Como y = x + 1, pela regra da cadeia, Ч Ф Е ET dx 
dy dy dx _ >. dx dt y dt 
dt dd ~ dt em todo t € T, com y (1) + 0. 
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Solugáo 


d d 
ipaa. D. 
[4x y] g” 


de 
d 2 d (2 dx ах 4.2 _ d o dy dy 
Como 4x) = 4 8 = 2y 
a cup UE, dO ay p У 
resulta 
8x 2 + 2у d. 
di dt 
e, portanto, 
Осе 
dt y dt 


em todo t € F, com y (1) + 0. 


EXEMPLO 6. A função x = f(1),1 € 1, é derivável até a 2.º ordem no intervalo aberto rë: 


seu gráfico tem o seguinte aspecto 


O que é mais razoável esperar que ocorra: f”(t) < Оет Гоц f"(0 > Оет J? 


Solução 


Vamos pensar cinematicamente. À medida que o tempo aumenta, a partícula, em in- 1 
tervalos de tempos iguais, percorre espaços cada vez maiores, o que significa que a velo- | 
cidade está aumentando, logo, é razoável esperar que a aceleração seja positiva em 7, ou seja, 3 


РО 250 еш 1. 
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Exercícios Zd5 ===> 


1; 


2 


Urna partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = 3 + 2t — í, t z 0. 


а) Qual a velocidade no instante 1? 

b) Qual a aceleragáo no instante 1? 

c) Estude a variação do sinal de v (7). 

4) Esboce o gráfico da função de posição. 


1 
. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = 5 tA 1,1£>0, 


а) Determine a velocidade no instante г. 
b) Qual a aceleração no instante ғ? 
с) Esboce o gráfico da função de posição. 


. A posição de uma partícula gue se desloca ao longo do eixo x depende do tempo de acordo 


com a equação x = —1 + 3^, t2 0. 
a) Estude o sinal de v (0. 
b) Estude o sinal de a (0). 


e) Calcule lim (—P + 32) 
io += 


d) Esboce o gráfico da função x = -° + э, 120 
a 


E 
. Seja x = f), > 0, tal que (0) = 1, É 0e Pa > 0 para z > 0. Como você acha que 
t 


deve ser o gráfico de f? Por qué? 


. A função x = f (t), 1 E I, € derivável até a 2.º ordem no intervalo aberto Г e seu gráfico tem o 


seguinte aspecto 


O que é mais razoável esperar que ocorra: f"(r) = О ou f"(t) > 0 em 7? Por quê? 


d. 
Seja x = f (D. t 2 0, tal que f (0) = 1 e f (1) = 2. Suponha, ainda, que 23 > 0 para ғ > 0; 
£ 


43, а? 
ud < Ораа0«(1«1е ST > 0 para t > 1. Como você acha que deve ser o gráfico de f? 
Л t 


Por quê? 


. Sejaf() = P + 3⁄2, 


a) Estude o sinal de f’ (0 
b) Estude o sinal de f"(£). 


© Calcule lim (?-32)e tim (2 +32). 
t— += t—Ə 


d) Utilizando as informações acima, esboce o gráfico de f. 


| 
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10. 


11. 


13. 


14. 


15. 


. Seja f(t) = 


. À posição de uma partícula que se desloca ao longo do eixo x varia com o tempo segundo 4? 


1 
- Um ponto Р move-se ao longo do gráfico de y = TIA de tal modo que a sua abscissa x 
+ 
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16. Uma escada de 8 m está encostada em uma parede. Se a extremidade inferior da escada 
for afastada do pé da parede a uma velocidade constante de 2 (m/s), com que velocida- 
de a extremidade superior estará descendo no instante em que a inferior estiver a 3 m da parede? 


: 
2-4 


a) Estude o sinal de f (0. 
5) Estude o sinal de f"(r). 


17. Suponha que os comprimentos dos segmentos AB e ОВ sejam, respectivamente, 5 cm e 3 cm. 


1 š Е 
Suponha, ainda, que Өеѕ‹еја variando a uma taxa constante de S rad/s. Determine a velocida- 


t 
с) Calcule lim 3 lim 5 Я 
icm 1944 1>+0 (5-4 


d) Utilizando as informagóes acima, esboce o gráfico def. 


e 


de de A, quando 8 — D rad 


У = A 
equação x = - (1-е hy t = 0, onde vo e k são constantes estritamente positivas. 


а) Qual a velocidade no instante г? 

b) Com argumentos físicos, justifique a afirmação: “a função é estritamente crescente”. 

c) Qual a aceleração no instante 1? 3 

4) Com argumentos físicos, justifique a afirmagáo: “o gráfico da função tem a concavidade À 
voltada para baixo”. 3 


bi 


0 (х, 0) 


18. Enche-se um reservatório, cuja forma é a de um cone circular reto, de água a uma taxa de 0,1 
m/s. O vértice está a 15 m do topo e o raio do topo é de 10 m. Com que velocidade o nível A 
da água está subindo no instante em que ñ = 5 m. 


— kr. 


) 


€) Calcule lim 20; d-e 
гэ +ос k 
7) Esboce o gráfico da função 


A equação do movimento de uma partícula que se desloca ao longo do eixo x éx = e “sen 13 
t> 0. 3 
a) Determine a velocidade e a aceleração no instante +. 


5) Calcule lim e “sent. 
1> + 


e) Esboce o gráfico da função. 
d) Interprete tal movimento. 


Um ponto P move-se sobre a parábola y = 3⁄2 — 2x. Suponha que as coordenadas x (1) e y (1) 


P PE dx | у : 
de P são ileriváveis e que de * O. Bergunta-se: em que ponto da parábola а velocidade da 19. O ponto P = (x, y) está fixo à roda de raio 1 m, que rola, sem escorregamento, sobre o eixo x. 


O ângulo 6 está variando a uma taxa constante de 1 rad/s. Expresse as velocidades da abscissa 
e da ordenada de P em função de 6. 


ordenada y de P é o triplo da velocidade da abscissa x de P? 


y 
x 


varia a uma velocidade constante de 5 (m/s). Qual a velocidade de y no instante em que x = 10 т? 


d 3 
Um ponto desloca-se sobre a hipérbole xy — 4 de tal modo que a velocidade de y é z = В, 3 
t 
d? 2 
В constante. Mostre que a aceleração da abscissa x é um = E x. 
t 


ç 2 Ё ы! : | E i 
Um ponto move-se ao Jongo da elipse x^ + 42 = 1. A abscissa x está variando a uma veloci- 


x 
dade Pe sen 4t. Mostre que 


dt 20. Um ponto P move-se sobre a parábola у = x, x > бе y > 0. А abscissa x está variando com 
2 2 2 uma aceleração que, em cada instante, é o dobro do quadrado da velocidade da ordenada y. 
a) dy _ _ x sen dr b) d^y _ _ sen 4t + 16xy“ cos 4t Mostre que a ordenada está variando com acclcraçëo nula. 
dt 4y а? 16у3 


21. Dois pontos Р e Q deslocam-se, respectivamente, nos eixos х e y de modo que a soma das 
RC dos DO c 52) dx distáncias de P a R e de Ra Q mantém-se constante e igual a e durante o movimento, onde 
Um ponto move-se sobre a semicircunferéncia x^ + y = 5, у z 0, Suponha — > 0, Deter- R = (0, h) é um ponto fixo. (Veja figura.) 


mine o ponto da curva em que a velocidade de y seja o dobro da de x. 


! 
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dy dx 
Relacione a velocidade 2 de Q com a velocidade ur de P. 
t t 


7.16. PROBLEMAS ENVOLVENDO RETA TANGENTE E RETA 
NORMAL AO GRÁFICO DE UMA FUNÇÃO 


Seja f uma função derivável em p. Já vimos que, por definição, f’ (p) é o coeficiente an- 3 


gular da reta tangente ao gráfico de fno ponto de abscissa p c que 


SS=) G-p) 


é a equação da reta tangente em (p, f (p)). 


A reta que passa por (p, f (p)), e que é perpendicular à reta tangente acima, denomina-se 2 
reta normal ao gráfico de fem (p, f (p)). Sef'(p) + 0, a equação da reta normal no ponto de 3 


abscissa p será 


1 
Ftp) 


у) (x = p) 


Lembrete. Você aprendeu na geometria analítica que, se y = mx + ne y = тух + m são 
retas perpendiculares, entáo os seus coeficientes angulares satisfazem a relagáo 


1 
mm = 1 оит ==—. 
m 
Assim, como f'(p) é o coeficiente angular da reta tangente em (p, f (p)), a reta normal, 
> 1 : 5 
neste рошо, terá coeficiente angular — Toy desde que f" (p) + 0. Se f'(p) = 0, a equação 
da reta normal em (p, f (p)) será x — p. 


reta normal 


Derivadas 205 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = х2 — x. Determine as equações das retas tangente e normal no 
ponto de abscissa 0. 


Solução 


Reta tangente no ponto de abscissa 0: 


ут) =/'@0) (х — 0) 


(0) = 0 
[O 2 i = PU eem 


Substituindo na equagáo acima vem 
у= 0 = -1 (х – 0) ооу = —x. 


Assim, у = —x é a equação da reta tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa 0. 
Reta normal no ponto de abscissa 0: 


1 
у—/(0) = NT (x — 0). 
Como f (0) = 0ef'(0) = —1, resulta 
y=x 
que é a equação da reta normal no ponto de abscissa 0. = 


EXEMPLO 2. Seja f(x) = 2x + 1. Determine a equação da reta tangente ao gráfico de fno 
ponto de abscissa 3. 


Solução 
A equação da reta tangente em (3, f(3)) é: 


y-fG@)=f'G)G – 3) 


кла 
fG)22 ә f'(3) = 2. 


Assim, y — 7 = 2 (x — 3) ou y = 2x + 1, é a equação da reta tangente em (3, f (3). 
Observe que a reta tangente ao gráfico de f em (3, f (3)) coincide com o gráfico de f !! 


Observacáo. A nossa definiçao de reta tangente náo exige que a reta tangente “toque” a 
curva num único ponto. . 


EXEMPLO 3. r é uma reta que passa por (1, —1) e é tangente ao gráfico de f(x) = x-x 
Determine r. 
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RT 


Solugáo 
Supondo que r seja tangente ao gráfico de f em (p, f(p)), a equação de r será 
y JQ) = /'(р)(х— р) 


| /(р=р%—р 
17 = 3р2 -1 


3 1 
е, portanto, y - р +p = (Зр? — 1) @ — р). O problema, agora, consiste em achar p. Com 


r passa por (1, -1) (observe: x = 1 >y=-1 


1-р +р= (3р2 10)0(1- р) 
ou 


2p – 3р2 = 0 


К 3 
e, assim, p = 0 ou p = 5 Portanto, a equação de ғ será 


»-/0 77 06-0 ouy- (5) =p E) (х- 


Riu 
IL 


ой seja, 


TU NM 
uu ds a” E = 
4 4 


Pelo ponto (1, — 1) passam duas retas que sáo tangentes ao gráfico de f. 


» 


E EXEMPLO 4. Determine a equacáo da reta tangente ao gráfico de f(x) = 02 + Зхе para- j 


lela á reta y = 2x + 3. 


Solução 


Supondo que a reta procurada seja tangente ao gráfico de f no ponto de abscissa p, sua 
equação será 


у—[(р) = f'(p) - p). 
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Pela condição de paralelismo, devemos ter 


Рр) = 2002р+3 = 2 


1 š Р 
e, portanto, p = — T A equação da reta pedida será então 


ou 


ou seja, 


Exercícios 7.16 
1, 


“> 


= 


1 
LE п 
Rin 


Determine as equações das retas tangente e normal ao gráfico da função dada, no ponto dado. 


a)f (x) = x- 3x, no ponto de abscissa O 


b) fix) = Y, no ponto de abscissa 8 


1 
c)g (х) = — + no ponto de abscissa 1 
x 


1 
dìg (0) = x + —, no ponto de abscissa 1 
x 


. Seja f (x) = 22. Determine а equacío da reta que é tangente ao gráfico de f e paralela à reta 


: +3 
у= — { 
2 


. Sabe-se que r é uma reta tangente ao gráfico de f (x) = #+3хе paralela á reta у = 6x — 1. 


Determine r. 


. Determine a equacáo da reta que é perpendicular à reta 2y + x = 3 e tangente ao gráfico de 
ғо) = xl — 3х, 

. Sabe-se que r é uma reta perpendicular à reta 3x + у = 3 e tangente ао gráfico de f (x) = x. 
Determine r. 


. À reta s passa pelo ponto (3, 0) e é normal ao gráfico de f(x) = E no ponto (a, b). 


а) Determine (a, b). b) Determine a equação de s. 


- Sabe-se que r é uma reta que passa pela origem e que é tangente ao gráfico de f(x) = x + 22 — эх. 


Determine r. 
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8. Determine todos os pontos (a, b) sobre a curva y = +25 – 202+ 8x + 12 tais que a reta] 


tangenti ‚ b) seja paralela à E - LOB xig 3 
gente em (а, D) seja paralela à reta 8x — y + ar = 0. Dy= er DIO = em 
9. Determine todos os pontos (a, b) sobre o gráfico da função dada por y = A) +? —4х- 1 
tais que a reta tangente em (a, b) seja paralela ao сїхо x. E 1+ tg + sec Ix 
E ROT 2 - eec NX 
10. Sabe-se que r é uma reta que passa pelo ponto (0, 2) e que é tangente ao gráfico de f (x) = Dy cun 52 "pe 
Determine r. 1-08 ? 
N 1 3 1 
1 11. Determine a equação de uma reta, não vertical, que passa pelo ponto fo. t ) e que seja nor- 3 п)у = e Oyye. te? x+ In cosx 
| mal ao gráfico de y = х. 37 E 3 
! Г TIERS) 4 33/x pP 
12. Determine todos os pontos (a, b) de R? tais que por (a, b) passem duas retas tangentes ao сай : уул а [X17 ARES fi T za ME Фу = APA O су? 
fico de f(x) = х^. : р e х 5 
| = 13. Scjam A e B os pontos em que o gráfico de f(x) = ?— ax, areal, intercepta o eixo x. Deter- ` 3 29 2% 22227 5) ГОХ) = In cos Ул = 
| mine @ para que as retas tangentes ao gráfico de f, em A e em В, sejam perpendiculares. nss 23t + 2-31 1+ sen 4х 
14. Determine 8 para que y = Bx — 2 seja tangente ao gráfico de f(x) = x^ — 4x, 3 (cos 3x — sen 3x) цууг 5 cotg? 5x + In sen 5x 


15. Sabe-se que r é uma reta tangente aos gráficos de f (x) = — ede б) = 1 +? Determine r. 3 
2 E 


y, onde y = y (x) é uma fungáo derivável, dada 


implicitamente pela equação dada. 


7.17. EXERCÍCIOS DO CAPÍTULO ng 1 b)e + xy = x 
а)у + sen xy = sS 


1. Calcule, pela definicáo, a derivada da fungáo dada, no ponto dado. су txs y d)x cos y + y cos x = 2 


4. Seja y = f (x) definida e derivável mum мэ contendo 1 e suponha que f seja 


i) y =x" em p = 1 (Sugestão. Veja Exemplo 3-6.3.) 20 


ao = P 2 Бук (0) = 2xt+lemp=0 dada implicitamente pela equagáo у? + ду = 130. Determine as equações das retas 
| 2 tangente e normal ao gráfico de f, по ponto de abscissa 1. 
і с) у = sen пхетр = 1 Фу) = e“ emp = 0 
1 5: Determine uma reta que seja paralela a x + y — 1 e que seja tangente à curva 
3372 sen —- se x= 0 day = 3. 
2 х 
ege- emp=0 = 6. Determine uma reta que seja tangente á elipse х. 2у? = 9 е que intercepta o eixo 
0 sex=0 9 
y no ponto de ordenada PU 
8) y = cosa emp = 0 Dy 414 Vx emp=1 ж, Jy (хү y Y 
У 7. Mostre que a reta — + — = 2 é tangente à curva] — | + | =— | = 2 по ponto 


хо 0 YO 


2. Calcule a derivada (хо, У): 


8. Determine uma reta paralela a x + у = 1 e tangente à curva y txyc х? =0emum 
ponto (хо, yo). com xo < 0 e ур < 0. 


Буу = In (3x + 41 932) 


d)y (2 + sen ху“ 9. Os lados x e y de um retângulo estão variando a taxas constantes de 0,2 m/s e 0,1 m/s, 
> respectivamente. A que taxa estará variando a área do retángulo no instante em que 
Px = el” sen 3t x=1mey=2m? 


10. A altura h e o rajo r da base de um cone circular reto estáo variando a taxas constantes 


$d : 
дуул шан de 0,1 m/s e 0,3 m/s, respectivamente. А que taxa estará variando o volume do cone 
yx +1 no instante em que h = 0,5 me r = 0,2 m? 
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11. O volume Уе o raio r da base de um cone circular reto estáo variando a taxas соп 


: dh i 
tantes de 0,1 7 mš/s e 0,2 m/s, respectivamente. Expresse p. em termos de re 
Ч 
onde Л é a altura do cone. 


12. Num determinado instante, as arestas de um paralelepípedo medem a, b, c (m) e, nesg 
instante, estáo variando com velocidades Vas Vp € Ус (m/s), respectivamente. Мо; 
tre que neste instante o volume do paralelepípedo estará variando a uma taxa ф 
va bc + аудс + abv (m3⁄s). 


13. O raio re a altura h de um cilindro circular reto estšo variando de modo a mantel 
constante o volume V. Num determinado instante h = 3 стер = 1 cm e, neste instante 
a altura está variando a uma taxa de 0,2 cm/s. A que taxa estará variando o raio neste in 
tante? 


14. Uma piscina tem 10 m de largura, 20 m de comprimento, 1 m de profundidade na 
extremidades e 3 m no meio, de modo que o fundo seja formado por dois planos i 
clinados. Despeja-se água na piscina a uma taxa de 0,3 m*/min. Seja h a altura dg 


água em relação à parte mais profunda. Com que velocidade A estará variando no i 
tante em que h = 1 m? 


7 
15. Num determinado instante 0 = — e está variando, neste instante, a uma taxa de 0,0 


radianos por segundo (veja figura). A que taxa estará variando o ángulo a neste ins-3 
tante? 


xP n" e 3 т da 3 
16. Com relagáo ao exercício anterior, supondo F < a < m, expresse e em termos 5 
t 


49 
дебе —. 

dt 
17. Considere as fungóes dadas por y = ade у= —х? + |. Determine а рага que os 3 
gráficos se interceptem ortogonalmente. (Os gráficos se interceptam ortogonalmente 3 
em (xp, Yo) se as retas tangentes dos gráficos, neste ponto, forem perpendiculares.) 


Р 1 Alas 24 š 
18. Determine a para que as circunferëncias xb y = 1е(х – аў + у= 1 se intercep- 
tem ortogonalmente. А 


19. Mostre que, para todo a, as curvas у = ax2e x? + 2y? = 1 se interceptam ortogonal-. 
mente. 3 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 
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Suponha f: R -> R derivável e considere a função dada por y = х? ро? + 1). 
dy А 
a) Verifique que T = хро? +1) +f +1) 


b) Expresse 2 ems em termos de f (2) e f'(2) 


Seja ф a fungáo dada por $ (x) = x? + 1. Calcule. 


а) $' ($6) b) (h (ф Y 
Calcule ф'(ф (x)) sendo ó dada por 

1 
a) фО) = senx pO = = 
c) $0) = In G2 +1) Da) e? 


Para cada ф do exercício anterior, calcule ($ (ф (х)))'. 


Dé exemplos de funções ф que satisfazem a condição ф' ($ (х)) = ($ (ó (5)))', para 
todo x no domínio de ф. 


Considere uma partícula que se desloca sobre o eixo x com função de posição x = cos 3f. 


a) Verifique que a aceleração é proporcional à posição. Я 
b) Calcule а aceleração no instante em que а partícula se encontra па posição x = —. 


t 


Considere uma partícula que se desloca sobre o eixo x com função de posição 
1 
х= : 
21+1 


a) Verifique que a aceleração é proporcional ao cubo da posição. = 
b) Qual a aceleração no instante em que a partícula se encontra na posição x = 3/7? 


Seja f : R — R derivável até a 2º ordem e seja h dada por A (1) = f (cos 30. 
а) Expresse h"(t) em termos de t, f'(cos 3t) e de f"(cos 31). 

1 (1 
b) Calcule Л” (z) admitindo que f’ (5) =4ef” E) = 3. 


Suponha que у = y (f) seja uma função derivável tal que para todo г no seu domínio 


dy _ 2 
de Do 
а?у 
а) Ехргеѕѕе ut em termos de t e de y. 
t 


dy 
b) Calcule pu 


b=1 supondo que y (1) = 1. 
| 
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29. Seja y = y (x) definida e derivável num intervalo 7 e tal que, para todo x em 1; 
йу 
= = x + sen y. 
dx 


3 
a) Expresse s em termos de x e de y. 
x3 


3 
5) Calcule Zr | 


dj lx=0 admitindo que y (0) = p. 


30. Seja f: R — R derivável até a 2^ ordem e tal que, para todo x, 


ТО) 8470) = 0. 


Mostre que, para todo X, 


2 ГА") sen 2x — 2 cos 2xf(0)]=0. 
31. Sejam f: R — R derivável até a 2.º ordem e h dada por h (x) = f (f (x). Verifique 
que, para todo х, 8703) = FF) (Gy? + ГОРО) Р"). 
32. Considere о polinómio 
PG) = Ao + Ay (z = xo) + А; (z — + Аз (ra) 


onde Ao» Ar, Az, Азе Xo São números reais fixos. Mostre que 


PG) = PG) + P'G0) к — ху + Eco «+ Dm) (e — xy. 


33. Considere o polinômio P (x) = ag + ax + ay? + ау? onde ар, ар 


45 € az são reais 
fixos. Seja xo um real dado. 


4) Mostre que existem constantes Ag, Aj, Az € As tais que 


PG) = Ao + A) G — x0) + AS (z -х + As (x — xg. 


(Sugestão: Faça x = (x — Xo) + xo.) 


b) Conclua que 
Ф Р(х) = Ро уу + P' E (x — х) + Go) (x =? + Р" Go) со (х xy. 


(Dizemos que Q) é o desenvolvimento de Taylor do polinômio P (x) em potências de 
X — Хо.) 


34. Determine o desenvolvimento de Taylor de P (x) 


=X +2х+ 3, em poténcias de 
(х = 1). 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


4 


Sejam fe g deriváveis em р e tais que f(p) = g (р) = 0. Supondo g '(p) * 0, mostre 
que 
im 209 LO 
хэр 80) gp) 
- Utilizando o Exercício 40, calcule. 
2Х--1 
+ A e 5 
a) lim P+D b) lim om um 
x20 x? + sen x x, Z 2sen x + sen бх 
155 Pe 
хх +1 x +%x? + зеп 3x 
lim — d) lim ° - - 
esr sen mx? x20 In(x24 x41) 
е tx-I 
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Generalize o resultado do Exercício 33. 
2 de dá 
Determine o desenvolvimento de Taylor de P (x) = xt- 32 + x+ lem potëncias de 
аух-2 Ьух+1 
Sejam P (x) e Q (x) polinômios tais que P (xp) = 0, Q (х0) = 0e O (xp) * 0. Mostre 
que 
im 209. Ра) 
хәҗ Об) Оху) 


(Sugestão: Desenvolva P (x) е О (x) em potências de x — xg e simplifique.) 


Sejam P (л) e Q (O polinômios tais que P (x) = P (ху) = 0,0 (xo) = Q'@o) = 0 | 
Р(х) PG) 
Q” (хо) 


e Q” (xp) + 0. Mostre que lim » Generalize. 


хә x О(х) 


Utilizando os Exercícios 37 e 38, calcule. 


2 x? +3x + 4 
c) lim 


"o x* - 2x3 & 2x -1 
x2-1x? +3х +2 


151 rŠ — 6x0 + 8x5 — 3x4 


f) lim _ sen (sen Tx) 


5-1 x212— х —Yx2 


42. Seja f definida em R e derivável em p. Suponha / (p) > 0. Prove que existe r > O tal 


que 


ғо) >Р) em 
ғо) «fp 


]p.p+r[ 


em Їр-тр 
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(Sugestão: Lembre-se da definição de derivada e utilize a conservação do sinal.) 


43. Seja f definida e derivável em R e sejam a e b raízes consecutivas de f. Mostre qued 
Ту РО) < 0. 


44. Suponha f derivável no intervalo Г. Prove que se f for estritamente crescente em by Я 
então f ' (x) = 0 em /. 


45. Suponha f derivável em [a, b] e tal que f" (a) - f'(b) < 0. Prove que existe р em Ja, b4 
tal que f (x) = f (p) para todo x em [a, b] ou f(x) = f (p) para todo x em [a, b]. Interprete} 
geometricamente. 1 

46. Suponha f derivável em | a, b ] tal que f (a) : f'(b) > 0 e f (a) = f (b). Prove que 4 

^ existem хү, х2 E Ja, b[ tais que, para todo х em [а, b], f (xi) = f(x) < f (x2). Interprete: 
geometricamente. 

47. Seja f: R — R uma função tal que quaisquer que sejam x e t 

Ife) — FOL s Ix — £F. 
Calcule f'(x). 


48. Sejam fe g definidas em R, com g contínua em О, e tais que, para todo x, f (x) = x (x). 
Mostre que f é derivável em 0. 1 


49. Suponha f definida cm R, derivável em 0 e f (0) = 0. Prove que existe g definida em 3 
R, contínua em 0, tal que f (x) = x g(x) para todo x. Р 


8 


FUNÇÕES INVERSAS 


8.1. FUNÇÃO INVERSA 


Dizemos que uma função f é injetora se, quaisquer que sejam s e £ no seu domínio, 
s # t= f (s) # f (D. 


Observamos que se f for estritamente crescente ou estritamente decrescente, entáo f será 
injetora. 

Suponhamos, agora, que f seja injetora e que B = Im f. Assim, para cada x € B existe um 
único y € Dytal que f (y) = x. 


2; 


Podemos, entáo, considerar а fungáo g, definida ет В, e dada por 
g @) = ye f 6) = x. 


Tal funcáo g denomina-se funcáo inversa de f. 

Observe que a função inversa y = g (x) é dada implicitamente pela equação f (y) = x. 

Se f for uma função que admite função inversa, então diremos que fé uma função inver- 
sível. Observe que se f for uma função inversível, com inversa g, então g também será in- 
versível, e sua inversa será f. 


EXEMPLO 1. A função f(x) = x „х2 0, é estritamente crescente em | 0, +оо | , logo, f é 
inversível. A sua inversa é a funcáo 8, definida em [ 0, +% [ = Im f, e dada por 


g (ü) = ye f) = x. 


1 
3 
1 
H 
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Para expressar y em fungáo de x procedemos assim: 


2 =ху= Vx (y,x € Н+). 


То) = xe y 


A inversa de f (x) = х2, х2 0, éa função g (х) = ух, x > 0. 


aY 


Os gráficos de fe de g são simétricos em relação à reta y = x. . 


Observação. Suponhamos que f admita inversa g. Temos 


(a,b) € Gee b = fía) Sa = g (b) @ (b, a) € G, 


ои seja, 
(a, b) € Gy €» (b, a) € Gg 


Quando (a, b) descreve o gráfico de f, (b, a) descreve o gráfico de g. Como (a, b) e (b,a) 
são simétricos em relação à reta у = x, resulta que os gráficos de fe de g são simétricos em 
relação à reta y = x. 


=Y 


EXEMPLO 2. A fungáo f (x) = ех, x € R, é estritamente crescente, logo inversível. Sua 
inversa é a função g (x) = In x, x > 0, pois 


Inx-ye»e-x (xeyreais, comx > 0). 
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g(x)= nx 


— 
x 


" 
EXEMPLO 3. (Função arco-seno). A função f(x) = sen x, x € Е z] é estritamente 


crescente, portanto inversível, e sua imagem é o intervalo fechado [— 1, 1]. A inversa de fé 
a função g (x) = arc sen x (leia: arco-seno x), x € [—1, 1], dada por 


arc sen x = y O sen y =x 


тот 
сот хЄ [-1, ey € ES z] 
Pa 
yá 
27x 
А 
9 
- 
x 
Gráfico de f(x) = sen x, x € ES z 
2 2 
Ы 
EXEMPLO 4. (Função arco-tangente). A função f(x) =tgx,x€ |— = > | é estritamente 


J 2 
crescente, portanto inversível, e sua imagem é R. Sua inversa é a função g (x) = arc tg x, x € R, 
dada por 


arc tgx = y tg y = x 


ondex € Rey E ] 


Sa 


| 
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Exercícios 8.1 


1. Calcule. 
a) arc sen 1 b) arc sen i c) arc sen = 10 
d) arc tg 1 e) arc tg (— 1) № arc tg 43 
8) arc sen (S) h) arc sen (— 1) i arc tg (— 43) T 
Л) arc sen (- $ I) are tg 2 mb) arc tg Ё £ 12. 
2. Verifique que 13. 
a) cos (arc sen x) = 4-2 b) sec (arc tg x) = 4 +x? 
3. Calcule. 
аб, 14. 
а) соѕ (че ѕеп 3) b) cos Г sen 2) 
€) cos E sen (2) 4) sec (arc tg 1) 
e) arc sen (sen x), onde EX ххх 2 Р arc tg (tg х). onde E <x< * 


27 


&) arc sen (sen 21) (Cuidado!) 


5v 


i) arc sen (sen ва) 
3 


j) arc sen (sen x), onde х = 2Кт + x,kinteiroe x € Е 


. Qual a função inversa de f (x) = 


so: 
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. Seja fuma função inversível com inversa g. Mostre que 


a) f (g 0) = x para todo x € D, b) g (f G0) = x para todo x € Df 


. Prove que a função f (x) = arc sen x, x € [ —1, 1], é contínua. (Veja Exercício 12.) 


Prove que a função f (a) = arc tg x, x € R, é contínua. (Veja Exercício 12.) 


. Seja f dada por f (x) - х. 


a) Mostre que f é inversível e determine sua inversa g 
b) Esboce os gráficos de fe de g 


Qual a função inversa de f (x) = 


х 


x 


€ e 
. Seja о) = —— 


2 


a) Mostre que f é inversível e determine sua inversa g 
b) Esboce os gráficos de fe de g 


Seja f(x) = x + €". Mostre que f é inversível e esboce os gráficos de f e de sua inversa. 


Seja fuma função cujo domínio e imagem são intervalos. Prove que se ffor estritamente cres- 
cente (ou estritamente decrescente), então f será contínua. 


Seja (x) = x + e” e seja g sua inversa. 
a) Prove que o domínio e a imagem de g são intervalos. 
b) Prove que g é estritamente crescente. 


с) Prove que g é contínua. (Sugestão: Utilize o Exercício 12.) 


Prove que, se f for definida, contínua e injetora no intervalo 7, então f será estritamente cres- 
cente ou estritamente decrescente. 


h) arc sen (sen 377) 


ou 


8.2. DERIVADA DE FUNÇÃO INVERSA 


Seja fuma função inversível, com inversa g; assim, 


J (8 (1) = x para todo x € D,. 


Segue que para todo x € D, 


Uf (g GI = 
Lf (g GDI 


II 
= 


| 
Ê 
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Se supusermos f e g diferenciáveis, podemos aplicar a regra da cadeia ao 1.º membro d 


equacáo acima: 
f'(g G0 wsl 


ou 


1 
g'@)= ——— para todo x € D, 


fg ОО) 


que ё a fórmula que nos permite calcular a derivada de g conhecendo-se a derivada de f. 4 


Observação. Observe atentamente as notações 


Fee: 


J’ (& (1) é o valor que a derivada de f'assume em g (x), enquanto | f(g (O = f (g Dad 
O próximo teorema conta-nos que, se f for inversível e derivável e se sua inversa g for š 


contínua, então g será derivável em todo p de seu domínio em que f '(g (p)) = 0. 
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EXEMPLO 1. (Derivada do arco-seno). A função arc sen é contínua e é a inversa de 


fe = sen x, x € [-5. z] Temos 


1 _ 1 
f*arcsen x) соз (arc sen x) 


arc sen'x = 
© 


isf’ = cos em ÉZ De 
po 272 


[cos (arc sen х} + [sen (arc sen х)]? =1 
zd E ШР 
x 
segue 


[ cos (arc sen x) Ë -1- x 


! T T 5 де фе 
e, portanto, cos (arc senx) = ql — х2, uma vez que arc sen x € | Uy x | Substituindo 


Teorema. Seja fuma função inversível, com função inversa g. Se f for derivável 
em q = g (p), com f' (q) + О, e se g for contínua em p, então g será derivável em p. 


em (1) resulta 


Demonstração 
80)-20) 20)-80) _ ! rèp 
х-р Few) few) Leto) Help)" i 


8(х) — g(p) 


Fazendo и = g (x), pela continuidade de g em p, u — q para x -> p. Então, 


mm BRO: Loud 
peer DO 
“-4 
Como lim EO =p (p)), resulta 
usa u— q 
g'(Q)- lim 809-480) _ 1 


хэр х-р ГЭЭ 


1 
Portanto, g é derivável em p e g'(p) = — ———. 
FE) 


1 


arc sen'x= ————-, -1 < x< I. 
у= х2 


Outro processo para se obter a derivada de y = arc sen x. Esta função, como sabemos, é 


т 2 
dada implicitamente pela equação sen y = x, a ху Y Temos, entáo, 


d 
— [sen у] = — [x] 
di 3] 
dy 
Daí, [cos y] — = 1 e, portanto, 
[ X Р 
ау _ 1 „= «зш 
dx cosy 2 
ou seja 
Rs ‚—1<х<1 
dx 


(Veja Exemplo 6 da Segáo 7.13.) . 
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Vejamos como fica a fórmula de derivação de função inversa na notação de Leibniz. $ 


y = g (x) a inversa da função dada por x = f (y) (observe que sendo 8 a inversa de f, temg 


y = g (x) Sx = f Q)). Então, 


Dis dir ed | 
4 8 pau de 
dy 
ou 
le 
de de 
dy 
oido р = f'Cy) | deve ser calculado em y = g (x). 
dy \ dy 


Como exemplo, calculemos a derivada de arc tg na notação de Leibniz: 


y = arc tg x езх = tg y, com x € Re -J eem. 


Entào, 
dy 1 | | - 1 1 
dx de sec? y l+ tg? y 14x? 
dy 


EXEMPLO 2. Determine a derivada. 


a) y — arc sen x 
b) f (x) = x arc tg Зх. 


Solução 
a) dy = arc sen” x £ (х2), = — = 2% 
ах yl (х2)? 
ou seja, 
4 [ arc sen x] - 2532. 
ах 41-35 


4 Р 
Poderíamos, também, ter calculado a da seguinte forma: 
lx 


y = arc sen u onde u = x? 
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> 


у. 4 2 
—= — [arcsenu]- 25 
dx du 
` quseja, 
dy _ _ 2x 
dx 41 = y? É 
b) Como f (x) = x arc tg 3x vem: 
/' ОЎ) = 1 : arc tg 3x + x larc tg 3x]'. 
Mas, [arc tg 3х]' = arc tg’ (3x) · (3х) = 607 
Assim, 
š 3x 
f' G) = arc tg Зх + 927 п 


Observação. A derivada de arc tg 3x poderia, também, ter sido calculada da seguinte for- 
ma: 


d d 
2 [arc tg 3x] = p [arc tg и] 2 , onde u = 3x; 
assim 


[arc tg 3x]' [arc tg 3x] = 


ES 
dx 


Exercícios 8.2 


1. Determine a derivada. 
b)f (x) = arc sen Зх 
d)y — arc tg х? 


ћу = arc sen e” 


a)y = xarc tg x 
с) g (x) = arc sen х 


€) y = З arc tg (2x + 3) 


ax sen 3x 
&)y = e™ arc sen 2x у= dx 
á 5 x arc tg x 
py = ече te 2x у= 
= ех агстр е" 
Dy = e 3 + In (arc tg x) m) f(x) = == 


tex 
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Vejamos como fica a fórmula de derivação de função inversa na notação de Leibniz. Seja 


De dr esi ae ealn "2x 
Y = g (х) a inversa da função dada por x = f (y) (observe que sendo g a inversa de f. temos: | dx d Ag 
y = g (x) S x = f (y)). Então, 
dy 1 1 ou seja, 
ES g'(x) === = 
ас f'(gx) de П 
ау ТВ Е - 20 
ou 
b) Como f(x) = x arc tg 3x vem: 
4 1 | 
rara f' (Q) = 1 arc tg 3x + x [arc tg 3x]'. 
7 | 
Mas, [arc tg 3x]' = arc тр’ (33) Bay = те 


onde o E ТО? | deve ser calculado em y = g (x). 
dy | dy 


Como exemplo, calculemos a derivada de arc tg na notacáo de Leibniz: 


Assim, 


3x 
f’ Оў) = arc tg 3х + mio и 
у= arctg x@> x = tgy,com x€ Ве ET <y< го 
Observacáo. A derivada de arc tg 3x poderia, também, ter sido calculada da seguinte for- 
Então, ma: 
dy 1 1 1 1 d d du 
= = = —= А ойх J= = —, onde и = 3x; 
de dx vy 1+ 25 1542 SE [arc tg 3x] РЯ [arc tg и] q? Onde à 
dy 
assim 
EXEMPLO 2. Determine a derivada. 
‚_ d 2 1 2133 
a) y = arc sen x? [arc tg 3x] = ps [arc tg 3х] = 1+? 1+9х2` 
b) f G) = x arc tg 3x. 


Solugáo 


a) ANE arc sen' x? - о2у S 
dx 


yl = 


— - 2X 
232 
ou seja, 


4 2 
— [arc sen = 
[ sen x^ ] 


3x h) sen 3x 
;— e arc уз 
g) y = Є arc sen 2x у ORAT mU 
3 y x arc tg x 
d Dy = emu PE : 

Poderíamos, também, ter calculado ey da seguinte forma: EGG x 
| 3. € arc tg e* 
2 Dy = e 7 + 10 (arc tg x) т) f(x) = E BE 


y = arc sen u onde u = x 


Exercícios 82 


1. Determine a derivada. 


а)у = хасівх b) f (x) = arc sen 3х 


2 
c) g G) = arc sen x? d) y = arc tg x 


e) y = З агс tg (2x + 3) Dy = arc sen e” 
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1 3 
2. Seja f(x) = x + e* e seja g a inversa de f. Mostre que g é derivável e que g' (x) = ————. 
Ja, 


(Sugestão: Veja Exercício 13-8.1.) 
3. Seja f (z) = x + e” e seja g a função inversa de f. Calcule g' (1) e g " (1). 
4. Seja f(x) = x + In x, x > 0. 


gix) 


a) Mostre que f admite função inversa g, que g é derivável e que g '(x) = E 
+ gl(x 


b) Esboce os gráficos de fe de g c) Calcule g (1), g (Deg”0) 
5. Seja f(x) = x + x. 
га) Mostre que f admite função inversa g 
b) Expresse g ' (x) em termos de g (x) 
c) Calcule g' (0) 


6. (Função arco-co-seno). A função f (x) = cos x, 0 < x < =, é inversível e sua inversa é a função 
g (х) = arc cosx, “l «x«l. 


a) Calcule arc cos” x 
b) Esboce o gráfico de g 


т В H B Lar, з, 
7. (Função arco-secante). A função f(x) = sec x, 0 < x < 2 é inversível e sua inversa é a função 


8 (x) = arc sec x, x > 1. Calcule arc sec' x. 


8. Verifique que. 


df 1 ә 
а) — ТЕТЕ х 
а ОЕ? 8 
а [x 242 — 
b)— a ү1-х2 = x2 arc sen х 
dr | 3 9 
dr Ээ = 
о T [a+ are tg ух |= arc ig Үх 


ala 2-х 1 
4) —— arc sen = || = 7 1 
d| 2 ху? харх2 + 4x4 
а | (2752 +6х-1 
ах х 


E = > 1 
— 3 arc sen = PAPA 
6x х2 427х2 + 6x1 


yá X m 228-5 |. 1 
© а | N3 үз(х-2) хүзх—6—х? 


a fa d CERRO =] JE 
)— |— x (9x^ – 2) 44 — 9x^ + — arc sen — | = x^ 44 — 9x 
зс" à n 2 ^ 
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ESTUDO DA VARIAÇÃO DAS 
FUNCÓES 


9.1. TEOREMA DO VALOR MÉDIO (TVM) 


O objetivo desta segáo é apresentar o enunciado de um dos teoremas mais importantes 
do cálculo: o teorema do valor médio (ТУМ). A demonstração é deixada para o Cap. 15. 


Teorema do valor médio (TVM). Se f for contínua em [a, b] e derivável em Ja, b[, 
entáo existirá pelo menos um c em Ja, b[ tal que 


© J (b) — fla) 


Ta = (с) ou f(b) - f(a) = f' (с) 6 — a). 


Geometricamente, este teorema conta-nos que se s é uma reta passando pelos pontos 
(a, f (a) e (b. f (b), então existirá pelo menos um ponto (c, f (c)), com a < c < b, tal que 


a reta tangente ao gráfico de f, neste ponto, é paralela à reta s. Como fer fe éo 


EE —a 
£0 - f) р 


coeficiente angular de s e f' (c) o de T, 


— 
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Vejamos, agora, uma interpretação cinemática para o TVM. Suponhamos que x = f (p 3 


seja a função de posição do movimento de uma partícula sobre o eixo Ox. Assim, 


Jh -f 
b-a 
conta-nos que se f for contínua em [a, b] e derivável em Ja, b[, então tal velocidade média 

será igual à velocidade (instantânea) da partícula em algum instante c entre a e b. 
As situações que apresentamos a seguir mostram-nos que as hipóteses “f contínua em 
[a, b} e fderivável em Ja, b[” são indispensáveis. 


f nào é contínua em [a, b]; não 
existe e verificando (1). 


f nào é derivável em p; náo 
existe c verificando 0). 


Antes de passarmos à próxima seção vamos relembrar as seguintes definições. Sejam 
fuma função e A um subconjunto do domínio de f. Dizemos que fé estritamente crescen- 
te (estritamente decrescente) em A se, quaisquer que sejam se t em A, 


s«if()sfa (f(9 > fe». 


Por outro lado, dizemos que fé crescente (decrescente) em А se, quaisquer que sejam se 
temA, 


sct»fGy sf) (6) > f (p). 


9.2. INTERVALOS DE CRESCIMENTO E DE DECRESCIMENTO 


Como conseqüëncia do TVM temos o seguinte teorema. 


Teorema. Seja f contínua no intervalo 1. 


a) Se f' (x) > 0 para todo x interior a 1, então f será estritamente crescente em /. 
b) Se f' (x) < 0 para todo x interior a /, então f será estritamente decrescente em 1. 


será a velocidade média entre os instantes г = ae 7 = b. Pois bem, о ТУМ 1 


Demonstração 


a) Precisamos provar que quaisquer que sejam s e t em Z, s < t = f (s) < f (t). Sejam, 
então, s e t em Z, com s < t. 


^ 
xl 
- 
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Da hipótese, segue que fé contínua em [s, t] e derivável em ]s, +[; pelo TVM existe 
x Є 1, tf tal que 


OLD LCA. 
Def'(x) > 0, pois x está no interior de Z, e de t — s > O segue 
Р) /G)>0 ou /fG)</(). 
Portanto, 
1АЛТЭЛТЭРЭТЭРЭ101 


5) Fica como exercício. п 
(Observação: x interior a / significa que x Є F, mas x não é extremidade de 7.) 


EXEMPLO 1. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento de 
feoo-ox — 2x5 + x + 2. Esboce o gráfico. 


Solução 
Го) = 3х^—4х +1 
3⁄2 -4+1=06x-1Iour= 
Entáo, 
f'G)> 0 em ]-=, 5 [eem], cef 
А 1 
ТО) <0 em 5 T 
" * : + (variação do 
f + sinal def) 
1 1 
3 


Como f é contínua, segue do teorema anterior que 
: š 1 
f é estritamente crescente em ]—, —]1еет[1,+=[ 
- 


CERE 1 
f é estritamente decrescente em ES 1]. 
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25:72 


1 


ajo 


Antes de esboçar o gráfico de f vamos calcular os limites de f para x —^ +% e x — —0, 


lim [х5 = 222 +х+2]= lim 8|г-344542 нэ» 
x— + x— += x x x 
lim [х5 - 22 - x 42] 2 о, 
xo —9 
Gráfico de f »4 


в 
EXEMPLO 2. Seja f (x) = - - 5 . Estude f com relação a crescimento e decrescimento. 
Esboce o gráfico. 7. 
Solução 
rra 3х2 *2x-1 
POS a 


Como (1 + эх” y > 0 para todo x, o sinal de f ' é o mesmo que o do numerador. 


эй +2х-1=0әхл=-1ошх= + 
Я + = + (variação do 
f — — sinal de f") 
-1 H 
3 
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fé estritamente crescente em |-00, —1] e em B e 


fé estritamente decrescente em Ё 1, 3| 


Temos 
2 1-1 
im EL = lim x = 
x—+%= 1+3x2 гээж 1,3 3 
x2 
3 х2-х 1 
lim ——=-. 
x>- 1+312 3 
Gráfico de f 


EN 
= 


ooco|-mw|- 


Solução 
Dy= &€RIx& £1 2 R- (- 1, 1). 
EE 
Ро) Gi-pr 
Entáo, 
o em ]-«, —1[ eem ]- 1 O[ 
ТОО € 0 em ]0, I[ e em ]1, 4o[. 
f T+, Do 
-1 0 1 
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Segue que 


é estritamente crescente em ]—9, —1[ e em ]- 1, 0] 


[f 
17 é estritamente decrescente em (0, Ц e em 11, 4-681. 


Cuidado: f não é estritamente crescente em ]-<«, 0]!!! 


Temos 
2 
А х : 
lim => = lim 1 =1 
x— +> x“ — 1 хә+ер_ 7 
х? 
2 
n X 
lim —; =1. 


хэ х —1 


Os limites laterais de fem 1 e — 1 fornecem-nos informações sobre o comportamento de 
f nas proximidades de 1 e — 1. Vamos então calculá-los. 


5 1 2 1 
lim — = lim Хос =+% 
х-Г x“ — yoi -i x+1 2 
2 1 
lim 5 = — c -— = 00 
x2r x“ —1 2 
2 1 Е 1 
lim = = li ul ==) 
xs x° — x2-Y x+] x-1 2 
2: 
lim 2 = 0 (3) > +0 
x>- x?-1 2 
yA 
| i 
Gráfico de f ! ' 
| ' 
Eb ses c 
— A p mat aee 
бан 1 
' 1 ! ' 
4 + md 
-2 2! t 2 x 
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EXEMPLO 4. Suponha f ” (x) > Оет Ja, b| e que existe c em la, b[ tal que f ' (c) = 0. 
Prove que f é estritamente decrescente em Ja, c[ e estritamente crescente em Jc, Ы. 


Solucáo 


f' é estritamente crescente em Ja, b[, pois, f” (x) > 0 em la, b[. Assim, 


Fœ < f'(c) = 0 em ja, el 
os /'(с)= 0 eme, b[. 


Segue que 


f é estritamente decrescente em Ja, с[ 
f é estritamente crescente em Jc, b[. 


f = 24 Ес 0-0) 
E 


EXEMPLO 5. Prove que g (x) = 8х5 + 30? + 24x + 10 admite uma única raiz real a, 
com -3<a<-—2. 


Solução 
Vamos estudar g com relação a crescimento e decrescimento. 


g (х) = 244° + 60x + 24 


24x? + 60k+24=061=-20u1= -i 


M 
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1 : 7 : А 
Сото g 3) = 2 > 0, g estritamente decrescente em [a = | e estritamente 
4 


2 


1 : 
crescente em ES zi segue que g (x) > 0 para todo x z —2. Por outro lado, como 


lim g(x) = —%e g estritamente crescente em | ——%, —2], resulta que g admite uma úni- 
хә-® 


ca raiz neste intervalo. Tendo em vista que g (—3) = —8 e g (—2) > 0, segue que a única 
raiz está contida no intervalo [—3, —2]. 


ur 


EXEMPLO 6. 


a) Mostre que, para todo x = 0, e* > x. 


2 
b) Mostre que, para todo x = 0, е" > БЖ 


х 


Xx 
c) Conclua de (b) que lim 52 +0, 
x>+o x 


Solução 
a) Consideremos a função f (x) = e" — x. Temos 
100) - 1. 
Se provarmos que f é estritamente crescente em [0, +%[, seguirá que, para х = 0, 
-x21>0 ou e > x. 
Como f’ (x) = e” — 1, para x > 0 
f')>0 


e, portanto, f é estritamente crescente em [0, +=[. 
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2 
b) Seja g (= 6 – A Temos 


g! (x) = e" — x. 


Pelo item (a) g’ (x) > 0 para todo x > 0. Assim, g (x) é estritamente crescente em (0, +=J|; 
como g (0) = 1, segue que para todo x = 0 


2 2 
x 

¿-L£>0 ou ё^> ^—. 

2 2 


с) Pelo item (b), para todo x > 0 


eto x 
> =! 
x 2 
x 
Como lim = = +°, resulta 
x>o+e 2 
х 
А e 
lim — = +o. 
x— += x 
Para x — +<, €! tende а +% mais rapidamente que x. н 


Vamos mostrar, a seguir, que, para x — +e, е tende а +00 mais rapidamente que qual- 
quer poténcia de x. 
Seja œ > О um real dado. Observamos que 


А Бус e 
lim —= lim = lim — = +% 
Хэ +9 xote PA u>+x= GH 
Qucm 
a 
Temos, agora, 
х ax 
X 
€ É ea ` 
lim — = lim |— | = lim н = te 
roto x* > +o uso 


Assim, 


ех 
lim -o ta (a > 0) 


Para x — +=, е^ tende а +% mais rapidamente que qualquer potência de x. 
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EXEMPLO 7. Suponha g derivável no intervalo aberto / = р, gl, com g’ (х) > Оет, e tal 


que lim g(x) = 0. Nestas condições, prove que, para todo x em /, tem-se g (x) > 0. 
хэ pt 


Solução 


Consideremos a função G, definida em [p, qf e dada por 


2180) se x Elp gl 
6o -1$ se х = p. 


Como g é derivável no intervalo aberto 7, g é contínua neste intervalo. Logo, G é, também, 
contínua em 7, Por outro lado 


lin С(х)- lim g(x)=0=G(0) 
xp 


xp 


ou seja, G é contínua em p = 0. Logo, G é contínua em [p, g[. Para x € 1, G'(x) = g'(x) > 0. 
De G (p) = 0, segue G (x) > O para todo x € /, ou seja, g (x) > Ü para todo x € /. а 
Ма Seção 9.4, vamos estabelecer as regras de І’ Hospital, que são ferramentas poderosas 


: WE : : o 0 œ% 
e que se aplicam ao cálculo de limites que apresentam indeterminações dos tipos 7 е —. 
oo 


Para demonstrar tais regras, vamos precisar dos dois exemplos que apresentaremos a se- 
guir. 


EXEMPLO 8. Sejam fe g duas funções deriváveis no intervalo aberto Г = ] p, q |, com g'(x) > 0 
em Г, e tais que 


lim f(x)-0 e lim g(x)=0. 
+ uum 


xp 
, 
Suponha, ainda, que existam constantes a e f tais que, para todo x € I, а < E < В. 
g'(x 
Nestas condições, mostre que, para todo x em 7, tem-se, também, 
а < 00) < 
г00 


Solução 
Pelo exemplo anterior, temos, para todo x € 1, g (x) > 0. Por outro lado, para todo x em T, 


а) 


< B= оав' (х) < f' (0) < Bg' (x). 
8700) 


Segue que, para todo x em 7, 


O ав!) ў 0) <0 
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e 

Ф Be )-f'0)>0. 

De lim [ag()-f1=0, lim [Bg()—f6)]=0,ede (De Q) segue 
x> p xp 


agw -f()«0 e Bg@)-f@)> 0 


para todo x em /. Logo, para todo x em 7, 


а« 0), LI 
800) 


EXEMPLO 9. Sejam fe g deriváveis no intervalo aberto / = ]m, p[, com g' (x) > Оет /, 
e tais que 
lim (х) = +оо е lim (х) = +оо, 

хәр xp 
f. D <p 
g'o 
Nestas condições, mostre que existem constantes M, N e s, com s € ]т, pl, tais que, para 
todo x € Js, pl, 


Suponha, ainda, que existam constantes a e В tais que, para todo xem 7, а < 


M rac Г < F ЦЭН 
g(x) 805) go») 


Solugáo 
De lim g(x)= +% segue que existe s € ]m, pl tal que, para todo x € Js, pl, tem-se 
xp 


g (х) > 0. Por outro lado, para todo x € T, tem-se 


ag'G)-f'G) «0 


Bg'CO — f (б) > 0. 
Segue que, para todo x € Js, p[, tem-se 


aga) – РО) < ag (s) -fG) 


Bg(x) (х) > Вв (s) — f (s) 


Fazendo M = f (s) — a g (s), N = f (s) — B g (s) e lembrando que g (x) > O em /, resulta, 
para todo x € ]s, pl, 


M pacc въ 


80) g(a) ga) 
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Exercícios 9,2 E = 


1. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce o gráfico (calcule para 
isto todos os limites necessários). 


аја) = 37 +1 Ыр) = +202 + x+ 


1 
Oft) a — ady=2+ 1 
x 
1 
e)y=x+ —- A fo = Зх? — 555 
x 
g ЖЫ (P 
8) Tr hx= mee 
)x-2-e! yg 
? 1 
0160-25-02 mg) = ет 
3 2 
про) = À - ze DA) = = ман 
х 
Druma” oro = at ca) -4242 
X LN 
DI = E geo i хэ 
In x CE 
д7 = —— u)g (x) = х — е 


PSI 2 Р РИД : 
2. Prove que a equação x^ — 3x^ + 6 = 0 admite uma única raiz real. Determine um intervalo de 
amplitude 1 que contenha tal raiz. 


AA A RP IDE usd 
3. Prove que aequação x^ + x^ — 5x + 1 = О admite três raízes reais distintas. Localize tais raízes. 
4. Determine a, para que a equagáo 


а +322 - 98 +а=0 


admita uma única raiz real. 


5. Calcule. 
x 38 
a) lim — b) lim < 
note х7 xo ех 
a 1 
c) lim хєх 4) lim хєх 
х-0 x20 
" In x x 
€) lim — D lim 5 
UBA хә+= in x 


6. Determine os intervalos de crescimento e de decrescimento e esboce o gráfico (para isto, cal- 
cule todos os limites necessários). 


ех 
DSG) = um Бр) -xinx 
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дво) = —— даб) = *‚х > 0 


21пх 
7. Seja 


0 se x=0, 


a) Calcule f’ (0), pela definição 
b) Determine f 
c) Esboce o gráfico, calculando, para isto, todos os limites necessários 


8. Seja n > 2 um natural dado. Prove que х — 1 > n (x — 1) para todo x > 1. 
(Sugestão: Verifique que f (x) = [x" — 1] — n (x — 1) é estritamente crescente em (1, 4281.) 
9. Prove que, para todo x > 0, tem-se 


2 
2 


a)jg 2x41 у\>1+х+ E 


10. Mostre que, para todo x > 0, tem-se 


2 x? 
ajcosx> 1- — b)senx >x- — 
2 3! 
11. Mostre que, para todo x > 0, tem-se 
x3 $3 
a)senx «x — — + — 
3! 5 
БАРЖ 
DOS вепх – |х —— | < — 
3] 5 


(Sugestáo: Utilize o item (b) do Exercício 10 e o item (a) acima.) 


12. a) Mostre que, para todo x > 0, 


Generalize tal resultado. 


13. Suponha que f tenha derivada contínua no intervalo Ге que f ' nunca se anula em 7. Prove que 
fé estritamente crescente em 7 ou estritamente decrescente em 7. 
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14. Seja f(x) = 2x - yx? +3, x€ R. 


a) Verifique que f ' é contínua em R 
b) Verifique que f' (х) = Оет R 
c) Tendo em vista que f’ (0) > 0, conclua que fé estritamente crescente 


(Sugestão: Veja Exercício 13.) 
15. Seja fuma função tal que f””* (x) > О para todo x em Ja, b[. Suponha que existe c em Ja, b[ tal 
que f" (c) = f (e) = 0. Prove que f é estritamente crescente em Ja, bl. 


16. Suponha f derivável no intervalo aberto 7. Prove que, se f for estritamente crescente em 7, en- 
tão f (x) = О para todo x em /. 


17. Suponha f derivável no intervalo 7. A afirmação: “fé estritamente crescente em / se, e somente 
se, f' (x) > Оет I” é falsa ou verdadeira? Justifique. 


18. Suponha f derivável no intervalo /. Prove: f crescente em Г © f ' (x) zz 0 em /. 
(Lembrete: f se diz crescente em 1 se quaisquer que sejam s e tem Ls < t= f (s) = f (r).) 
19. Sejam f, g duas funções deriváveis em Ja, b[, tais que f ' (x) < g! (x) V x em Ja, bl. Supo- 


nha que exista c em Ja, b[, com f (c) = g (c). Prove que f(x) < g (x) para x > cef œ) > g (0) 
para x < c. 


9.3. CONCAVIDADE E PONTOS DE INFLEXÁO 


Seja f derivável no intervalo aberto 7 e seja p um ponto de 7. A reta tangente em (p, f (p) 


ao gráfico de f é 


уф) =}' PAP) ош y-f(p-f'(p)x- p. 
Deste modo, a reta tangente em (p, f (p)) é o gráfico da fungáo T dada por 


То) = f@) + f ' (p) G — p. 


Definição 1. Dizemos que f tem a concavidade para cima no intervalo aberto 1 se 
f@) > TQ) 


quaisquer que sejam x e p em I, com x 7 p. 


x р---ҮС 
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Definição 2. Dizemos que f tem a concavidade para baixo no intervalo aberto 1 se 
Ро) < TO) 


quaisquer que sejam x e p em I, com x + p. 


Definição 3. Sejam fuma função e p € Dy, com f contínua em p. Dizemos que p é 
ponto de inflexão de f se existirem números reais a e b, com p € Ja, b[ C Dr, tal que 
ftenha concavidades de nomes contrários em la, р[ e em Їр, bI. 


p é ponto de inflexáo de f 
(ponto de inflexáo horizontal) 


p é ponto de inflexão de f 
(ponto de inflexão oblíquo) 


Teorema. Seja f uma função que admite derivada até a 2.º ordem no intervalo aberto 7. 


a) Se f” (x) > 0 em I, então f terá a concavidade para cima em 1. 
b) Se f” (x) < 0 em 1, então f terá a concavidade para baixo em 1. 


Demonstração 


a) Seja p um real qualquer em 1. Precisamos provar que, para todo x em 7, x + p, 


ғо) > T) 


onde TO = f (p) + f' (p) (x — p). 


Consideremos a fungáo g (x) = f(x) — T (x), x € Г, vamos provar que g (x) > O para todo 


хешїх £ p. 


Temos 


(к) — T'(x) 
'(p) 


g'@)=f'@)— f' (p), x € T. 
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Como f” (х) > 0 em T, segue que f ' é estritamente crescente em 7. Então, 


8 (0) > 0 para x > p 
g'(x) < 0 para x < p. 


Segue que g é estritamente decrescente em (x E / Ix < p) e estritamente crescente em 
(x € I1x > p). Como g (p) = 0, resultado 


80) >0 
para todo x em 1, x + p. 


b) Fica a seu cargo. п 
x 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = e 2. Estude f com relação à concavidade e determine os pon- 
tos de inflexáo. 


Solução 
xi 
/'(бу=-хе 2. 

x 


Ү700-02-1)вс 2. 


xi 


Comoe 2 >0 para todo x, o sinal de f ” (x) é o mesmo que o de 2-1 


у" hi = De (variação do 
-1 1 sinal de f”) 


f Y n U (Concavidade 
-1 1 de 


E 


Хх) > 0 em ]-2,—1[ eem Jl, +0[ 
1690 em ]-1,1[ 


entáo, 


f tem a concavidade para cima em |-ce, —1[ eem JL +0[ 
f tem a concavidade para baixo em 1-1, 1[ 


Pontos de inflexão: —1 e 1. Li 


2 
X 
EXEMPLO 2. Esboce o gráfico de f(x) = e 2. 
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Solução 
x 
ро) = хе 2 r + i E 
0 
; 24 ` 
0 
y 
E Е = р 
ү" 00-02-1)в 2 P " й 
-1 1 
122225 A алло 
-1 1 
Pontos de inflexão: —1 e 1. 
-2 шэг 
lm е 2-0 e Hm e ? =0 
xo+s 1>2-0% 


=Y 


EXEMPLO 3. Seja f derivável até a 3.º ordem no intervalo aberto Ге seja p E I. Suponha 
que f” (p) = 0, f” (p) # 0 e que f” seja contínua em p. Prove que p é ponto de inflexão. 


Solução 


"ra 


Para fixar o raciocínio, suponhamos f ”” (p) > 0. Como f” é contínua em p, pela conser- 
vação do sinal, existe r > 0 (que pode ser tomado de modo que ] p — r, p + r [esteja con- 
tido em 7) tal que: 


f"()»0em]p-rpcr[. 


Segue que f " é estritamente crescente em] p — r, p + r [. Entáo, 


m =0 


f” estritamente crescente em ]p — r, p + r[ 
implica 


1454 em ]p — r, pl 
F'60>0 em Jp, p+ r[ 
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logo, p é ponto de inflexão. 


+ + + 
г" ыз зы i 
por Р ptr 
f cz н 2-1 (77 фу = 0) 
por р p t r 


EXEMPLO 4. Seja f derivável até а 2.º ordem no intervalo aberto Ге seja p € 1. Suponha 
J” contínua em p. Prove que f” (р) = 0 é condição necessária (mas não suficiente) para p 
ser ponto de inflexão de f. 


Solução 


Se f” (p) * 0, pela conservação do sinal, existe r > 0 tal que f” (x) tem o mesmo sinal 
quef” (p)em ]p — r.p + rLlogop não poderá ser ponto de inflexão. Fica provado, assim, 
que, se p for ponto de inflexão, deveremos ter necessariamente f 4 (p ) = 0. Para verificar 
que a condição não é suficiente, basta olhar para a função f(x) = х : f" (0) = 0, mas O não 
é ponto de inflexáo. LI 


Exercícios 9.3 


1. Estude a função dada com relação à concavidade e pontos de inflexão. 


аро) = 2-3 — 9 Бро) = 25-5 —4х +1 
1 
оғо) = x e dx 
5% x^ 
едо) = е-е два) = = 
= = по) = 1-е X 
8)y E 
yo EZ pfe = ж — 2 +2х 
x 
3 
X 
Dg) = 9⁄2 = х5 Dz 


1 
mfa)=x ex of = x]n x 


10. 


11. 
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. Esboce o gráfico de cada uma das funções do exercício anterior. 


. Seja f (o) = ax + b? + cx + d, a = 0. Prove que f admite um único ponto de inflexão. 


Se p for ponto de inflexão de f e se f ' (р) = 0, então diremos que p é ponto de inflexão 
horizontal de f. Cite uma condição suficiente para que p seja ponto de inflexão horizontal 


de f. 


Se p for ponto de inflexão de fe sef' (p) + 0, então diremos que p é ponto de inflexão oblíquo 
de f. Cite uma condição suficiente para que p seja ponto de inflexão oblíquo de f. 


Sejam fuma função derivável até a 5.º ordem no intervalo aberto / е pet. Suponha f É con- 
tínua em p. Prove que 


f” @ = f” (фр) = f (ру = беу) (р) +0 


é uma condição suficiente para p ser ponto de inflexão de f. Generalize tal resultado. 


- Seja f derivável até a 2.º ordem em R e tal que, para todo x, x f" (x) + f” @ = 4. 


a) Mostre que f ” é contínua em todo x + O 
b) Mostre que f não admite ponto de inflexão horizontal 


. Sejaf (9 = Ó + bx* + c — 2x + 1, 


a) Que condições b e с devem satisfazer para que 1 seja ponto de inflexão de f ? Justifique. 
b) Existem 5 e c que tornam | ponto de inflexão horizontal? Em caso afirmativo, determi- 
ne-os. 


- Suponha que f ” (x) > 0 em | a, +% [ e que existe Xp > a tal que f* (xp) > 0. Prove que 


lim ғ) = +0, 
x>+2% 


Seja f definida e derivável no intervalo aberto 1, com 1 € T, tal que 
РО) = х? + р(х) para todo x em 1 
Ў) =1 


а) Mostre que, para todo x em I, f " (x) existe e que f” é contínua em I 
b) Mostre que existe r > 0 tal que f” (х) > 0ef" 09 > 0em]1 — r, 1 + rl 
c) Esboce o gráfico de y = (х), x E ]1 — rn 1 + rl 


Seja f definida e derivável no intervalo 1-7, r[ (r > 0). Suponha que 
TO =x? + f2G) para todo x em ]—r. r[ 
FO=0 


а) Mostre que O é ponto de inflexão horizontal 
b) Mostre que f ' (х) > 0 para x #0 
c) Estude f com relagáo à concavidade 
2 
d) Mostre que f (x) > E х para < x < r 


e) Faça um esboço do gráfico de f 
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9.4. REGRAS DE L'HOSPITAL 


As regras de L' Hospital, que vamos enunciar a seguir e cujas demonstracóes sáo deixa- 
das para o final da seção, aplicam-se a cálculos de limites que apresentam indeterminações 


A 0 œ% 
dos tipos — e —. 
0 оо 


1º REGRA DE L'HOSPITAL. Sejam fe g deriváveis em] p — r,p[eem 
Jp,p +r[(r>0),comg' (x) + OparaO<Ix — pl < r. Nestas condições, se 


lim f(x) = 0, lim g(z)= O 


xp хәр 


ЫН ET ¿ ага ЗЭВ X) cius 
ese lim fe) existir (finito ou infinito), então lim ЈО) existirá e 


хәр g'(x) хэр g(x) 


lim 202 = jm 200, 
xƏ p 8(Х) хэр g'(x) 


Observamos que a 1.º regra de L° Hospital continua válida se substituirmos “x — p" por 
"x — p*” ou por “x ^ p^" ou por “x — to”, 


2º REGRA DE L'HOSPITAL. Sejam fe g deriváveis em | m, p [, com g' (x) = Оет 
] m, p {. Nestas condições, se 


lim fœ) = +=, lim g(x)= do 
хэр хәр 
ese lim H Co existir (finito ou infinito) então lim f% existirá e 
xp g'(x) хәр 8(х) 


im 2022 jm 200 


хәр 80) хәр REG 


Observamos que a 2.º regra continua válida se substituirmos “x— p ” por “x — p "ou 
por "x — p" ou por “x — +00”, A regra permanece válida se substituirmos um dos símbolos 


+оо, ou ambos, por —%. 


EXEMPLO 1. Calcule 


с) lim хх. 
x0* 
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Solução 
m. x5 - 6x3 + 8x—-3 [ 0 [ ems 
we — ne Sua E 
2 x1-1 0 
2o Q9 —6348x—3/. Sxt-18x2+8 -5 
lim 4 7 = lim 3 = A 
x51 (x* — 1) х-1 4х 4 


Pela 1.º regra de L' Hospital 


20x — 613 +8x—3 (х5 — 6x? + 8х — 3) 5 
lim 4 = li + 7 =- 
x>1 tl х-1 (x* — 1) 4 
ou seja, 
220 — 6х3 4803 5 
lim 7 =- 
xl x*-1 4 
x 
b) Bm а 
хә +0 Х o 
Pela 2? regra de L' Hospital, 
x xy 
lim —= lim сэ. lim ех =+% 
esto X хә+= (x) х +0 
Assim, 
X 
lim É = +o 
хә +0 X 


c) im хх = [0 : (—99)] que é uma indeterminação que poderá ser colocada na forma 2 
х- 07 


со | nor E 4 I ule4 йы: 
ou —. E mais interessante aqui passá-la para a forma —, que nos permitirá eliminar o In x. 
o со 


> o nx —® 
lim xlnx= lim —— =| — À 

x>0 x— 0 1 00: 

х 
In x) Е 
lim E = lim (In x) = lim * = lim (-х)= 0 
х 0* 1 x>0 (1 х- 0 A x>0 
x 6 x? 
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Ou seja, 


lim xlnx=0. а 
х- 07 


` 2 Я in m" 0.0 
Como vimos, as regras de L` Hospital aplicam-se às indeterminações da forma o e—. 
co 


Os próximos exemplos mostram como as outras formas de indeterminação (0 - o», oc —oc, o 


col е 15 podem ser reduzidas a estas. (Observamos que 09, «017580 indeterminações do 


tipo Ü - о, Veja: 09 = ¿010 — „0° (79). 4,0 ¿OM _„0-=„ e= hl, 90, 


e 
EXEMPLO 2. Calcule 
1 

a) dim 2 ex b) lim (>- l ) 

х-0 xac x? senx) 
c) lim (2- ! | 

x>0\ x sen х 
Solugáo 


1 
a) lim x?ex = [0-%]. 
х- (07 
1 2 
Fazendo x? ex = 


Я Е 0 " 
p» Somos Jevados a uma indeterminacáo da forma FE Entáo 


e X 
1 
lim х2ех = lim 
x20 x>0* 
е o último limite é igual a 
: 2x3 
lim i 
x>0 em 
e x 


Bonito! Em vez de simplificar, complicou!! Vamos, entáo, mudar a nossa estratégia. Faça- 
1 Е 1 

mos a mudança de variável и = —.(Veja: ex está pedindo a mudança de variável и = —.) 
x x 


Temos, então 


Pela 2.º regra de L' Hospital, 
и нү u 
im £= dm EZ = im £ 

u> +> и uc (ИЗ) 


u> += 2и 
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desde que o último limite exista. Ainda, pela 25 regra de L' Hospital, 


É 
lm — = lim е“=+х= 
u>+o H иә + 
А et N u 
Segue que lim —F =+ e, portanto, lim == +œ, Assim, 
иэ +о 2и иэ +> y 


(Observação. Se lim fO - H ou E lim FO _ 
хәр g(x) 0 оо хэр g'(x) 


li Í E (3) existir (finito ou infinito), entáo 
хәр g'(x) 
fe. FM 
хәр 80) хәр 80) 


Verifique e generalize.) 


b) lim ES 1 
x20 Ах sen х 


| = [ce — c]. Temos 


1 = 
x2 
e 
2 
ë x : 2x 
lim = lim -0 
X—0 senx  x=>30* cos x 
Segue que 
1 x2 
lim = L= = +e .] = +o% 
x—0t x sen x 
ой seja, 
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(Observação. Se lim (х) = + ә, lim g(x)- te lim JG = 1, proceda como 
xp 


хәр хэр 8(Х) 
acima no cálculo de lim (g (х) — f @))-) 
AE р 


с) lim = 1 ) = 1% =). Temos 
x senx 


lim ( Pd ) E cd xe [2] Pela 1.º regra de L'Hospital, 


x>0 | x senx x20 xsenx 
ү Sen x - x à cos x — 1 0 
lim = lim — = 
x30 xsenx x0 sen x + x cos x 0 
š —sen x 
= lim —  — . —————— = 0. 


x20 COS x + cos x — x sen x 


Portanto, 


: Е 1 ) 
lim |—— = 0. 1 
«501 x sen x 


х 
EXEMPLO 3. Calcule lim e |: = ( 1+ 2) | 


хә +2 


Solugáo 
: гү 
lim e (1+2) = |% · 0 1. Temos 
x39 x 
үх 
py [i 
e[- (1) |- = 
х e* 
e 
x 
(1+1) 0 
tim ER: -[$] 
x +> e * 0 
x x : 
efe tes) 
De x x x 


x (32 2 x 
(1 1) (1+2). 27 = (++) (1 (1+2)- 1 Jes 
q x x 142 x x x+1 
x 


regra de L`Hospital resulta 
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lim — 
хэт ег x е 


Para facilitar as coisas, observamos: 


: 1 y 
como lim ( ieS ) = e, basta então calcular lim - A es 
х-э 19 x хә += em 


Este último limite é igual a 


241 
2 
ap 
142 +} 
lim х =. 
X34» e 
li ын Ë Confira! 
= dm — = | — ! 
x +e x(x +1)? оо (Conta) 


2 
De (x + my = ? ( +2) segue 
х 


ех e* 
lim TEST, = lim 3 
+o x(x © 
xo xt [1+ 1) 
х 
х 
= lim ! qe. = (+>) = +% 


x 
pois, como já sabemos, lim L£ = +0, (Ou por L° Hospital: 


x>+o х 
: e* : ех N ex a m ч 
lim 37 lim 27 lim = lim = +0), Portanto, 
x34 X x24 3x xot» бх x+% 


1 x 
lim e e [i i = +00 . 
хә +90 x 
EXEMPLO 4. Calcule 


х 
а) lim x* b) lim [+] 
x50 x» 
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Solução 


a) lim x* = [09]. 


x0 


х= ex e lim xInx=0(EXEMPLO 1) 


хэ 0+ 


Entáo 


l o 
x— += х? хэ += E 01 
х 
O último limite é igual a 

T 

Я x + x : 2x 

lim 1 = lim 0 
x+ __1_ x9 x“ +1 

х? 


Logo, 


1 
t п(1+ 2) 
lim ГЕЗ = dm e Vs 


xc» x x— += 


(Observação. Um outro modo para calcular este limite é: 


20x 1 1 

4 1 Ү 1 y СЕ? 

lim 1+— | = lim (1+5) = lim e* 4 
+2 


x— += x— +e x xe 
: 1 ү 
lim —=0 e lim La =e) m 

xo x хэ +оо х 

EXEMPLO 5. Calcule 


зү у. 
а) lim (1+2) b) lim (х+ 1)" 


хэ + х x— += 
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x 
In | 1+2) 
lim xin (142) = lim = x -l$] 
хэ + x x— +> E 0 
x 
O último limite é igual a 
Lx) 
— l 
1 > x = dim =3 
x—+% -4 x> += 1+2 
x? x 


Assim 


3 
а, (1+2) 
lim E + i) = lim 2 х/-є, 


хә + x хә + 


(Este limite poderia, também, ter sido calculado da seguinte forma: fazendo а mudanga де 


3 
x и 
ЕТА lim (1+2) = lim (i) | = e) 


x н хэ += x 


1 
B) lim (x+ 1)Mx = (o 


хэ фо 


а E 
(x+ pins = gx 


1 
К мл 
lim ——.ш(х+1)= lim паз їйї 22253251 Asnm 
r—+% In x x— +> In x = x>+x 1 
x 
DU lax +1) 
lim (x*D^*- lim e Bx =e и 
xot» xtv 
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x+1 
EXEMPLO 6. Calcule lim | =) : 


хэ to 


Solucáo 


In x 
e 
lim ena oem cm m 
x— += In x 
Assim 
үң еЗ 
lim | — = lim e їах/ = 0. z 
x>+0 Un x x— += 


Vimos anteriormente (Exemplo 8 da Segáo 7.2) que se f for derivável em p entáo 


tim LOUP t a р) _ 


xp x—p 


0 


ou seja, o erro E (x) = f (x) — T (x), onde T (x) = f (p) + f' (p) (x — p), tende a zero mais 
rapidamente do que x — p, quando x tende a p, o que significa 
Ро) = Рф) +F p) E- p) + ф (х) (х – р) 
A т. д 
Е (х) 


com lim ф(х) = 0. Assim, T (x) é um valor aproximado para f (x) e o erro que se comete 
хәр 


nesta aproximação tende a zero mais rapidamente do que x — p, quando x tende а p. A se- 
guir, estamos interessados em determinar a de modo que 


POSO + f' (p) G — p) + a G@ p? 
seja um valor aproximado para f (x) com erro tendendo a zero mais rapidamente que 


(x — py, quando x tende a p. 


EXEMPLO 7. Suponha f derivável no intervalo ]p — r, p + r [, r2> 0, е que a derivada de 
2º ordem de f exista em p. Mostre que se 


im ГОО 170) + f'(p)G — p) + а(х- р)?] 
xp (x — py? 


-0 
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Solução 


Vamos, então, calcular o limite 


tim ОРО) / E р) t aix - p 1. | 0 | 
хэр (x — р} 0 


Pela 1.º regra de L`Hospital, tal limite é igual a 


im LOL (p) + 2a(x - pl _ 
хәр 2(x— p) 


КО = 


A 
тер 2a [= 14 (p)- 2a], 


хәр 


pois, f” (p) = lim 


хәр 


fe ғо) Segue da hipótese que a = D 
х-р 


Observacáo. Seja 


P œ) = fO) +f' P) x- p) + £ (s p). 


Do que vimos acima resulta 


fO) = P0) + ф(х) (x р)? 
Е(х) 


com lim ф(х) = 0. Ou seja, o polinômio Р, (x) é um valor aproximado de f(x) com erro 
xp 
Е(х) = ф(х) (х – př tendendo a zero mais rapidamente do que (x — př quando x tende 


ap. O polinômio Р» (x) é denominado polinômio de Taylor de ordem 2 de f em x = p. 


EXEMPLO 8. Suponha f derivável até a 2.º ordem no intervalo] p — r, p + r [, r > 0, e que 
a derivada de 3.* ordem de f exista em p. Mostre que se 


УО) - Uf) qoc E (х- ру? + ах — py] 
lim 3 -0 
xp (x-p 


f^ 


entáo, а= 5 
3t 
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Solugáo 


Pela 1.* regra de 17 Hospital, o limite acima é igual a 


tim LOP t /"(р)(<— p) + 3a(x — př] -[8] 
2 

х-эр 3(x— р)? 0 

= tim LD LE" (o) + ба(х— p)] 

хәр 6(x — p) 

= dim LLO с рн 

СЕБЕ ЗЕ 


Da hipótese, segue 


xs pr 
3! 


O polinómio 


OSO ent LL ap LL a py 


denomina-se polinómio de Taylor de ordem 3 de fem x = p. Segue, do que vimos acima, 


que P4 (x) é um valor aproximado de f (x) com erro E (х) =f — Py (х) tendendo a zero 


mais rapidamente do que (x — р), para x tendendo а р. Generalize. O polinômio de Taylor 
de uma funcáo é uma das ferramentas poderosas do cálculo numérico. No Cap. 15, voltare- 
mos ao polinómio de Taylor. 

Para encerrar a seção, vamos provar as regras de L'Hospital. Para provar tais regras, vamos 
substituir a hipótese g ' (х) + Оет lp, р + rl, na l^ regra, e g’ (0) * 0 em Jm, pj, na 2^ 
regra, por g’ (x) > O nestes intervalos. (Este fato não restringe em nada as nossas regras, 
pois о teorema de Darboux (veja Exercício 8 da Seção 9.7) nos diz exatamente o seguinte: 
g'(x) O no intervalo aberto / > &' (x) mantém o mesmo sinal neste intervalo.) 


Demonstração da 1.º regra de L'Hospital 


Suponhamos 


Segue que, dado є > 0 existe 8 > 0, 8 < r, tal que, рага p < x < р + ë, tem-se 


paest O crie 
8/(5) 
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Do Exemplo 8 da Seção 9.2, segue que, para p < x <p + ë, tem-se, também, 


L-e« AO cre 


80) 
Logo, 
im 00-р и 
хэр" gG) 


Fica para о aluno provar, como exercício, a 1.º regra nos casos: 


F) Ро) 


=+% ou lim Я 
xop g' (x) xp g'(x) 


De modo análogo, demonstra-se que 


im 709. jm 20) 
хәр 8(Х) хәр 80) 


Demonstração da 2.º regra de L' Hospital 
Suponhamos 


im LO 
xp g'(x) 


=LLER. 


Pela definição de limite, dado e > 0 existe $, > 0, com p — бү > т, tal que, para 
p=Ó/<x<p, 
Po ре 


2 g'(x) 2 


Do Exemplo 9 da Seção 9.2, segue que existem constantes M, Ne s, com s € ] p — $.pL 
tal que, paras < x < p, 


@ Map ted Mt 
809) 2 800 gG) 2 
Por outro lado, de 
lim —=0 lim = 
xp» g(x) xp glx) 
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para p — ё < x < p. Daí e de (Т) resulta, para p ~ 6 < x < p, 


L-e« 109 
T 


«Le 


Ou seja, 


du LD 
хэр” glx) 


, 
A PRA X 

Fica para o aluno provar, como exercício, a 2.º regra no caso lim £6). = +o, De 
xp £g) 


modo análogo, demonstra-se que 


IO im LO 


хәр* 80) хәр* ag) 


Observação. As regras de L'Hospital contam-nos que, se lim 10) . H ou 
хэр 8g) 0 


2 x оо 1 K 
lim LO _ [É] ese lim £ 15) existir, entáo lim fo também existirá e 
хәр 80) © хәр gx) хэр 80) 


lim То) = lim То» . Entretanto, lim fa LO poderá existir, semque lim fo 


хәр 8(х) хәр g'(x) xp g(x) хэр g'(x) 
exista (veja Exercício 4). 


Exercícios 9.4 


1. Calcule 
20040 +2 +3 100 52 4 y – 
a) lim EE b) tim EE tarot 
x>-1 x" +1 x51 x0 —| 
1 13 P 
c) lim хех d) lm — 
x—0+ хә+» x? 
9 in x 5 
€) lim 3x 07 lim senxinx 
x— += e х 0 
L 
9 lim (l—cosx)Inx h) lim (x2 + plnx 
ot > +o 
1 Е 
i lim [+ + ln =] D lim (l-—cosx)* 
x— 0 x x—>0 
5 ig3x—senx 3 
D lim A m) lim — 


хәб sen x301-—cos x 
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п) lim xe о) lim [x= x-x] 
x += хә +20 
d 
2 E x 
lim q) lim 
tees x-1 хэжэ x? +1 
1 
5 9 2 
r) lim [cos Зх| * s) lim xg x 
x>0 x30 


2. Sejam fe g deriváveis até a 2.º ordem em ]p, bl, com g “ (x) * O em Jp, b[. Suponha que 


lim fæ = lim, f (0-0 e lim, к= lim, g'(0— 


хәр хәр хәр хэр 
ou 
Jm ғ) = lm f'(0)=ztw e lm (х= Jim g' (x) = +=. 
хэр x> pt хәр! хәр 
| А Je с ты Г ах 2 f RU. cg 
Proveque,se lim = existir (finito ou infinito) então lim existirá e 
хәр! 800) хәр 8(x) 
lim 70) = |] ES 3 Generalize tal resultado. 
x> pt 80) x > p+ 5 (х 
3. Calcule 
52x33 + 2x1 2 на 
a) lim u 3 E 2 b) lim 2 + = 
x51 x*-21+1 хәб} sen? х 
2x 
= bi 
c) lim р 4) lim х 2 х 
xX— += X x20 x 
1 O) 
4. Sejamf(x) = x sn 680957 x. Verifique que Ji = lm 200) = 0, lim === 
хәб x20 g(x) 
eque lim não existe. Há alguma contradição com a 1.º regra de L'Hospital? 
x0 g'(x) 


9.5. GRÁFICOS 


Para o esboço do gráfico de uma função f. sugerimos o roteiro: 


a) explicitar o domínio; 
b) determinar os intervalos de crescimento e de decrescimento; 
с) estudar a concavidade e destacar os pontos de inflexão; 
4) calcular os limites laterais de f. em p. nos casos: 
Dp É Dy, mas p é extremo de um dos intervalos que compõem Dy. 


gp auge pr AAA NA 
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(ip € Dp, mas f não é contínua em p. 
€) Calcular os limites para x > +% ẹ x— —, 
f) determinar ou localizar as raízes de f. 


EXEMPLO 1. Esboce o gráfico de f (3) = 2 — x? — x + 1. 
Solucáo 


a) D¡= R. 


b) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 


Р о) = 32 25 1 


m 
| 
1 
ja 


f LERRA E | É 
E 1 
3 
: Z N Z 
-4 1 


с) Concavidade e pontos de inflexão. 


| f"(0)=6x-2 


ula + 


“н + 


Ponto de inflexão: À 


3 


d) Como fé contínua em R, precisamos, apenas, calcular os limites para x — +% e x — —00, 


lim [22 2 -х+1] = lim ЛЕЕ 
x— += x> to x x X^ 

lim [02 2 — x+ 1]= —. 

хэ -% 


е) As raízes de f são: —1 e 1 (1 é raiz dupla). 
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mm 


1 


І 
3 
І 
3 
0 


xl 


EXEMPLO 2. Esboce o gráfico de f(x) = x 
Solução 


ару= R — (0). 


b) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 


2 


Para calcular f ' (x) é conveniente escrever f na forma f(x) = x^ + 


Рб) = 2х 273 ой 


Р) 


х? 


| 2(х?+1)(х7—1) 
ES 3 


Observação. O sinal de f ' (x) é o mesmo que o de ы 


ПИЕ 
» Já qui 


= = + + 
x u 
0 
1-1 = + x + 
— —OÓOILS5SzTM)Í 
x -1 0 1 


2 
рд» BED > 0. 
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€) Concavidade e pontos de inflexão. 


2+6x + 


а 


olt 


Мао há ponto de inflexão. 


4) Limites laterais de f em 0. 


lim [32-4 -L]- dim [3 = += 
x x20 x 


хә 

€) Limites para x— +% e x — —co, 
lim 

хә + 


Р f não admite raiz. 


Observe que, quando x tende a +% ou —%, o gráfico de f vai “encostando” por cima no 


gráfico de y = x?. 


4х +5 
х^-1` 


EXEMPLO 3. Esboce o gráfico de (х) = 


Solucáo 


a)De= (x € R| x# +1). 
b) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 


40 —10х-4=0е 
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c) Concavidade e pontos de inflexão. 


= C8x-10 (x? - 1 — (4x1? -10x- 4202 —1) 2x 
(х2 — 14 


Ра) 


DE d. pe 2 
Pe 2-1 [8х° + 30x? + 24x + 10] 
(x? – 14 


261 


Vimos, no Exemplo 5-9.2, que g (x) = & + 30) + 24x + 10 admite uma única raiz 


real a, com —3 < a < —2, e que 
g G) < 0 para x < aeg (x) > 0 para x > a. 


Combinando o sinal de g (x) com o de xX- 1, resulta 


Ponto de inflexáo: a é o único ponto de inflexáo. 


d) Limites laterais em —1e 1. 


Ax t5 Ç 1 4х + 5 
lim 5 lim жеч. 
еу 0] х-э1Х-1 x+1 
t 4х +5 
lim 5 = — 
хә x^-1 
I 4x+5 ? 4x5 ( 3 
lim =+ 25 = —o 
хэн x?-] xo-I* x+1 x-1 2 
lim da = +0 
1-1 1-1 
d 
e) lim 2113 --0- tm 2123 
x += x?-1 хэс xº — 1 
П A única raiz de fé — =. 
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Пэн das Eai E 


^Y 


Seja fuma função. Se existir шпа reta y = mx + ntalque lim [f(x) — (тх * п) |= 0, 
xm 
entáo diremos que y — mx + n é uma assíntota para f; se m — 0, teremos uma assíntota 
horizontal, e se m % 0, uma assíntota oblíqua. 


lim 1/0)-н1-0 


aem 


y = n é uma assíntota assíntota oblíqua 


horizontal 


O que dissemos para x > +e vale para x ^ —00, 


Se f for da forma f (x) = po 

q (x) 
p — grau de q” for menor ou igual a 1. Se “grau de p — grau de q” for 1 ou 0, para determinar 
a assíntota basta “extrair os inteiros”. Se “grau de p — grau de q” for estritamente menor que 
zero, ou seja, se grau de q for estritamente maior que grau de p, então y = 0 é uma assíntota. 


, com p e q polinômios, f admitirá assíntota se “grau de 


3 


EXEMPLO 4. Determine a assíntota e esboce o gráfico de f(x) = 237 
x 


Solução 


fé uma função racional e a diferença entre o grau do numerador e do denominador é 1, 
logo, f admite assíntota. Temos 
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Я x I x 
Como lim —5—— =0= lim ——. quando x tende a += ou —=, o gráfico 
2 e 2 
x» x“ +1 хә-® x“ +1 


de f vai encostando na assíntota y = x. Temos, agora, 


a) D;= R. 
b) Intervalos de crescimento e de decrescimento. 


fé contínua em R c f ' (х) > 0, para x + 0, logo, f é estritamente crescente em R. 


c) Concavidade e pontos de inflexão. 


Wu EGAS 
fU 

ү" к= + - 
- 0 м 


3 3 
d) lim —L— =+% e lim —— = —«. 
roto x“ +1 


е) 0 é a única raiz de f. 
Ру = x é assíntota. 
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Observação. Como f ' (0) = 0, y = 0 é a reta tangente ao gráfico de fem (0, 0). 


Muitas vezes, por inspegáo, é possível prever a existéncia ou náo de assíntota. Um bom 
indicador para a existéncia de assíntota oblíqua é o seguinte: se para x suficientemente grande, 
f G) = mx, para algum m, então será razoável esperar a existência de assíntota. Por exem- 
plo, para x suficientemente grande, temos: 


{мд жх+1 =2х LL ux 
Y 4x 4x 


Então, é razoável esperar que tais funções admitam assíntotas. 


Observe: 


lim [/[(-—-тх-п=0<©п= lim [f()- mx] 
хә + x- + 


Para determinar assíntota, procedemos assim: primeiro determinamos m (caso exista) para 
que 


lim [/@)— mx] (ou lim [fQ)- mx) 


хэ + 


seja finito; em seguida, tomamos рага п o valor deste limite. 


Observamos que se lim | (х) — mx] for finito, então 


xx 
lim foo. 0 
xote x 

ou seja, 

m= lim fœ 5 

> + x 
(Cuidado. lim fe poderá ser finito sem que lim | f (x) — mx] seja. Verifi- 
x34 X хә += 


que.) De modo análogo, se lim [ f(x) — mx] for finito, deveremos ter obrigatoria- 
хә — 


: (х 
mentem = lim £e 
XxX-—* x 


. À seguir, sugerimos um processo para se determinar assíntota. 
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Primeiro determine m, caso exista, através do limite 


m= lm fe 
x— +> х 
Em seguida, calcule 


n= lim [f0) md]. 
xo +» 


рагах —00, 


Se n for finito, y = mx + n será assíntota (para x — +). Proceda de modo análogo 


Observação. Se lim f(x) = £%ese lim f' (x) existe, pela 2.º regra de L'Hospital 


хэ +0 хә + 
Jim Z = Hm f'(x). (Interprete.) 
хә to x x— + 


EXEMPLO $. Determine as assíntotas de 


KOERTEST 


Solução 
Temos 
1 
tat Irae Pt se x>0 
feo. ba T 
x x L O 
-ү +— se x<0 
Segue que 
e 
fo КЕ 
lim = lim -,1+>3=-1 
х-э- X хә -@ y x^ 
Assim, m = 1, para x — +%,em = —1 para x— —%, Vamos, agora, deteminar n. 
x— +0, 
n= lim [f(x)— mx] 
хә +0 


Para 
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lim [А2 +1 = х] 
Xxx 


lim 
xm x 


lx 


Assim, para x > +оо, y = x é assíntota. Para x — —%, temos 


n= lim [4x2 +1 + x] 


жее 
: 1 
= lim [үш +1-4u]= lim ——— = 0. 
udo uc» yu? +1l+u 
Logo, para x — —0, y = —x é assíntota. 


EXEMPLO 6. Determine as assíntotas e esboce o gráfico de f(x) = Jan +x+1. 


Solução 
Temos 
EP a. | T ан se x>0 
о atom IA A 
x x E 
Lia se x<0 
x x 
Daí 
e 
lim fon. lim 444144 os 
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Assim, para x — +00, m = 2, e, para x > —0, m = —2. Vamos, agora, determinar n. Para 
x +20, temos 


n= lim [/(у—тх]= lim (4 +x+1-2x) 


хэ фо x— + 
Para x > 0, | 
(2 pa ejpec —. 
44x? +at+l+2x 
l 
ped 
= х 
1,1 ` 
4+—+—, +2 
Y X x 


1 1 
Segue que n = dt Logo, рагах > +9, y = 2х + E é assíntota. Para x — —%, 


n= lim [xni *2x| 


x— — ij 
= lim [үм —и+1 = 2] 
и Э +o 
ud | 
= lim ar A 
+= 
A ды 23 +2 
и и 
: Las A 5 
Assim, рага х > — 20, у = —2x — 4 é assíntota. Temos, então, as assíntotas 


y=2 + 1 (фиах— +) 


1 
у = —2x — 2 (para х — — 2%). 
Temos, agora, 


a) Dy = R, pois, A +х+1> О para todo x. 


b) Intervalos de crescimento e de decrescimento 


Ро) = A 
244х2 +х +1 
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f - + - 
1 
3 
: PE | T dá 
1 
EJ 
c) Concavidade e pontos de inflexão 
15 


f” œ= 


4 (4? + x +1) ү4х? + x +1 


f” (x) > 0 para todo x, logo, concavidade para cima em R. 


d) lim үїх?+х+1=+== lim (4x2 + +1. 


хә 355 


xo + 


н 
EXEMPLO 7. Determine as assíntotas e esboce o gráfico de f (x) = ax -x2. 
Solugáo 
Temos 
fe) 33-6 _ т 
-31- 
(х) x y x 
Segue que 
lim = im 31- 1 
xote x х-э+= \ 
e 
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Assim, m = 1. Vamos, agora, determinar n. 


Para x > +=, 


age 
n= lim [fQ)- mx] lim 2-5 
x2» u0* u 0 


Pela 1.* regra de L'Hospital, 


i 2 
24-034-0 q 
n= lim 3 === 
uso! 1 3 
Para х — —9, 
AS 
panim 89 
н-э07 и 3 


1 
Logo, y = x — 3 é assíntota para x — +% e para х > —00, 


Temos, agora, 
a) р, =R. 


b) Intervalos de crescimento e de decrescimento 


222229 
Fon En 
3303 — х2)2 
+ - ++ 
f | — 
0 2 
3 
HN IZA 
f + — 
0 201 
3 
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с) Concavidade e pontos de inflexão 


-2 
Ро) = —_ | 
93089 — х2)2 (x — D 
+ + - 
f tm + 
0 1 
f 8) n Ü Р n 
0 1 


i 1 
d) lim 32-42 = lim x 31- =+% 
x> += ato Y х 
: ye 
lim Y - x? = —, 
£e 


e) Em e ] a função é contínua mas não é derivável. Vamos então estudar o comportamen- 
to do gráfico de f nos pontos de abscissas 0 e 1. 


(0, f(0)) | 


Seja s, a reta secante ao gráfico de f passando pelos pontos (0, f(0)) e (x, ТОО). O coefi- 
ciente angular de s, é 


ЭР E] E 2 
= шг 
im 00-700) Lo e tim LO-f0 _ E: 
150 х-0 150 x-0 
алга» 


O coeficiente angular da reta secante 5,, que passa pelos pontos (1, f (1)) e (x, f @)) é 


ENANA уу _1 


х-1 х-1 
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im LED ММ m LOOL, 


xod x-1 x21 х-1 


50. 


No ponto (1, (1)) о gráfico de fadmite uma reta tangente vertical. 


Gráfico de f 


Interprete graficamente os limites 


im HOY. үд» db qu. 


x0* х-0 150 х-0 


Exercícios 9.5 


Eshoce o gráfico. 


ро) = – 32 + 3х 2. ро) == 02 +1 


[Б тан x 
p= 2-4 &у= 
Re + d x+1 
5. у= E 6. #0) = хе 
x+1 
uc RA 
T. Ро) = 2x+1+ e х 8. Го) = ех 
4 Ж O 
E E Ha 10. ро) = —x 
4 
3 3 
x x 
11, ул - 12. у= 
УЛ ra ¡A 
3. x+ 
3.y=* it 14. y= 
х 
15. fo) = 4-2? 16. y= yx? + 28+ 5 
2 
Же x 
17. у= 251 в.) = === 
X X2 
2 2 
xxl 4x + 3x 
iy 20 20. у= Y 
4 x2 4 14x? 
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9.6. MÁXIMOS E MÍNIMOS 


Definição 1. Sejam fuma função, A C Dye p EA. Dizemos que f(p) é o valor máxi- 
mo de fem А ou que р um ponto de máximo de fem A se f(x) < f(p) para todo x em 
A. Se f (x) > f (p) para todo x em A, dizemos então que f (p) é o valor mínimo de f em 
A ou que p é um ponto de mínimo de f em A. 


f (pi) valor máximo de fem A 
f (py valor mínimo de fem A 


Definicáo 2. Sejam fuma fungáo e p € Df. Dizemos que f (p) é o valor máximo glo- 
bal de fou que p é um ponto de máximo global de f se, para todo x em Dp f(x) =< f(p). 


Se, para todo xem Da f(x) 2 f (p), diremos então que f (p) é o valor mínimo global de 
fou que p é um ponto de mínimo global de f. 


Definição 3. Sejam f uma função е p E Df. Dizemos que p é ponto de máximo local 
de f'se existir r > O tal que 7 


ғо) р) 


paratodoxem]p=r,p+r[N Df Por outro lado, dizemos que p é ponto de mínimo 
local de f se existir r > 0 tal que 


Fo) > f (0) 
para todo xem |p ~ r, p +r [OD 


ni 


Py P3 e ps são pontos de máximo local; f (pç) é o valor máximo global de f 
рэ. рд € pg são pontos de mínimo local; f (рэ) é o valor mínimo global de f 
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Uma boa maneira de se determinar os pontos de máximo e de mínimo de uma função 
fé estudá-la com relagáo a crescimento e decrescimento. Sejam a < c < b; se ffor cres- 
cente em Ja, c] e decrescente em |c, bl, então c será um рото de máximo local de f; se f 
for decrescente em la, c] e crescente em fe, b| então c será um рото de mínimo local 
de f. 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = 33 — 3х2 + 3. 


a) Estude f com relagáo a máximos e mínimos. 
b) Determine os valores máximo e mínimo de fem [—2, 3]. Em que pontos estes valores 
sáo atingidos? 


Solucáo 


а) | Ро) = 3⁄2 — 6х 9 2 


ponto de máximo local: 0 
ponto de mínimo local: 2 


Como lim оо -32 + 3)= +% e lim (e = 3⁄2 + 3) = —%, segue que f não 
х +> x —Ə —% 


assume nem valor máximo global, nem valor mínimo global. 


ER S. 
-2 0 2 3 
YA 
f(-2) = —17 é o valor mínimo de f 
em [—2, 3]. — 
FO) = f(3) = 3 é o valor máximo de f 4 
em [-2, 3]. 
" 
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EXEMPLO2, Determine dois números positivos cuja soma seja 4 e tal que a soma do cubo 4 


do menor com o quadrado do maior seja mínima. 
Solução 
Indiquemos por x o número menor (0 < x =< 2); assim o maior é 4 — x. Seja 
50) = +(4— х)?°,0<х=2. 
Devemos determinar x que torna mínimo o valor de S. Temos 


5' (0) = 3х2 + 25 — 8 


4 
х= 2 
2 3 
3 +2x-8=00 ой 
x=-2 
, _ + 
$ + + 
0 ND 
3 
$ — ` _ Z". 
0 з 2 
3 
А 4 "e 
Assim, x — — torna mínimo o valor de S. 
3 
5 E 242.8 
Conclusáo. Os námeros procurados sáo s e Е Li 


EXEMPLO 3. Pede-se construir um cilindro circular reto de árca total S dada e cujo volu- 
me seja máximo. 


Solução 


Precisamos determinar r (raio da base) e л (altura). 
Temos 


área da base = mr? 
área lateral = 27rh 
Assim, 


S = m? + 2arh 
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58-22 gere [5 
daí, = 2m C Vor 


Podemos, então, exprimir o volume V em função de r. 


- 27r? КЕ 
= т? e m <r< 12 S é constante) 
IA 2тт C цэн Var 6 


ou 
3 15 
A — 
27 


Sr 
VOO = a | 


Devemos determinar r que torna V máximo. 


s ENS 
v= -3m с -3m = 0 r = + E п 


үет 


SÍ 


[Observação A condição O < r < Y 2 é para deixar r > 0e h > J 


1 
v’ + + + 
9 s жын 
6m 2m 
a 
А + шТ--ы- + 
0 5 Fi 
m 2r 
. ES "n 
Assim, r = ,i—— torna V máximo. 
бт 
Ын р” 1 io е a altura do cilindro de | 
š д = d—— ей = 2 |-— são, respectivamente, о ran 
Conclusão. ғ {бт Yes 


volume máximo. 


Exercícios 9.6 


1. Estude a fungáo dada com relagáo a máximos e mínimos locais e globais. 


: | 


= E bp fO) = хе 
DA a | 
дуд = е7 0100-23-98 + 12х +3 
е) ур) = 2 +3х+2 P x(0 = re! 


4) 70) = 4404 42 t2 h) f GO = sen x + cos x, x € [0,7] 
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ы ы 


НЫ 


10 


11. 


12. 


13. 


15. 
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йуа=- +30 +4 Є[-1,3] 


#5. 34 3 
ғо) = = - 
5 
Fay 


= х 


my= 45 


Determine as dimensões do retângulo de área máxima е cujo perímetro 2p é dado. 


- Determine o número real positivo cuja diferença entre ele e seu quadrado seja máxima. 


- Determine o número real positivo cuja soma com o inverso de seu quadrado seja mínima. 


Determine a altura do cilindro circular reto, de volume máximo, inscrito na esfera de raio R dado. 


Determine a altura do cone circular reto, de volume máximo, inscrito na esfera de raio R dado. 


- Determine a altura do conc circular reto, de volume máximo, e com geratriz a dada. 


. Considere a curva y = 1 — 22, 0 s x = 1, Traçar uma tangente à curva tal que a área do triân- 


gulo que ela forma com os eixos coordenados seja mínima. 


Determine o retângulo de área máxima e lados paralelos aos eixos coordenados, inscrito na 
elipse а? + y =f 


Deseja-se construir uma caixa, de forma cilíndrica, de 1 m? de volume. Nas laterais e 
no fundo será utilizado material que custa R$ 10 o metro quadrado e na tampa material de 
R$ 20 o metro quadrado. Determine as dimensões da caixa que minimizem o custo do mate- 
rial empregado. 


r é uma reta que passa pelo ponto (1, 2)e intercepta os eixos nos pontos A = (a, 0) e B = (0, b), 
com а > 0 e b > 0. Determine r de modo que a distância de A a B seja a menor possível. 


Certa pessoa que se encontra em A, para atingir C, utilizará na travessia do rio {de 100 m de 
largura) um barco com velocidade máxima de 10 km/h; de B a C utilizará uma bicicleta com 
velocidade máxima de 15 km/h. Determine B para que o tempo gasto no percurso seja o me- 
nor possível. 


Qual o ponto P da curva y = e que se encontra mais próximo de (3, 0)? Seja P = (a, b) tal 
ponto; mostre que a reta que passa por (3, 0) e (a, b) é normal à curva em (a. b). 


2 
- Encontre o ponto da curva y = =, x > 0, que está mais próximo da origem. 
x 


Duas partículas P е Q movem se, respectivamente, sobre os eixos Ох e Oy. A função de posi- 


г 3 E ү r В 
ciodePéx= yt eade Q, у = pS —, t = 0, Determine o instante em que a distância entre 


P e Q seja a menor possível. 
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16. Seja g definida e positiva no intervalo 7. Seja p € 7. Prove: p será ponto de máximo (ou de míni- 


mo) de A (x) = 4/g (x) em /, se, e somente se, p for ponto de máximo (ou de mínimo) de g em 7. 


17. Um sólido será construído acoplando-se a um cilindro circular reto, de altura h e raio r, uma 


semi-esfera de raio r. Deseja-se que a área da superfície do sólido seja 577. Determine re h 
para que o volume seja máximo, 


18. A Cia. a Ltda. produz determinado produto e vende-o a um preço antónio de REIS. Estima- 
se que o custo total c para produzir e vender q unidades é dado porc = q -34 + 4q + 2. 
Supondo que toda a produção seja absorvida pelo mercado consumidor, que quantidade deve- 
rá ser produzida para se ter lucro máximo? 

19. Determinado produto é produzido e vendido a um preço unitário p. O preço de venda não é 
constante, mas varia em função da quantidade q demandada pelo mercado, de acordo com a 
equação p = 20 — q, 0 <q < 20. Admita que, para produzir e vender uma unidade do 
produto, a empresa gasta em média R$ 3,50. Que quantidade deverá ser produzida para que o 
lucro seja máximo? 

20. Do ponto A, situado numa das margens de um rio, de 100 m de largura, deve-se levar energia 
elétrica ao ponto C situado na outra margem do rio. O fio a ser utilizado na água custa R$ 5o 
metro, e o que será utilizado fora, R$ 3 o metro. Como deverá ser feita a ligação para que o 
gasto com os fios seja o menor possível? (Suponha as margens retilíneas e paralelas.) 


A ol 
1000 m 


21. Sejam P = (0, a) e Q = (b, c), onde a, b e c são números reais dados e estritamente positivos. 
Seja М = (x, 0), com 0 & x =< b. 


Q = (8, c) 
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22. 


23. 


24, 


25. 
26. 


pen 


28. 


30. 


31. 
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a) Determine x para que o perímetro do triángulo PMQ seja mínimo. 
b)Conclua que o perímetro será mínimo para a = 8. 


Determine M no gráfico de y — х, О = x = 1, de modo que a área do triángulo de vértices |, 


(0, 0), (1, 1) e M seja máxima. 


A Cia. y Ltda. produz um determinado produto e vende-o com um lucro total dado por 
14) = -Ф + 124? + 60g — 4, onde q representa a quantidade produzida. Determine o lucro 
máximo e a produção que maximiza o lucro. Esboce o gráfico desta função. 


Determine uma reta tangente ao gráfico de y = 1 — 22, de modo que a distáncia da origem а 
cla seja a menor possível. 


Determine o ponto da parábola y = 1 — x que se encontra mais próximo da origem. 


Seja (xg, yo), xo > 0 e yg > 0, um ponto da elipse “+ зу? = 1. Seja Ta reta tangente а elipse 
no ponto (xp, yo). 


4) Verifique que T tem por equacáo 
хөх 4ygy 1. 


b) Determine xo de modo que a área do triângulo determinado por T e pelos eixos coordenados 
seja mínima. 


Uma partícula P desloca-se sobre o eixo x com velocidade constante e igual a 1. Outra partí- 
cula Q desloca-se sobre a parábola y = 1 — x? de modo que sua projecáo sobre o eixo x des- 
creve um movimento com velocidade constante e igual a 2. No instante z = 0, as partículas Р 
e Q encontram-se, respectivamente, nas posições (0, 0) e (0, 1). Determine o instante em que 
as partículas encontram-se mais próximas. 


Dado o triângulo retângulo de catetos 3 e 4, determine o retângulo de maior área nele inscrito, 
de modo que um dos lados esteja contido na hipotenusa. 


. Determine o ponto da parábola y = x que se encontra mais próximo da reta y = x — 2, 


Dois vértices de um retângulo R estão sobre o eixo x e os outros dois sobre o gráfico de 


ус x > 0. Considere o cilindro que se obtém girando o retângulo R em torno 


1412" 
do eixo x. Determine o retângulo R de modo que o volume do cilindro seja o maior pos- 
sível. 


Considere duas retas paralelas re s. Sejam A e C dois pontos distintos de re Bum ponto de s. 


A c 


0 B 


Determine Q na reta s de modo que a soma das áreas dos triángulos APC e QPB seja mínima. 
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32. Considere o triângulo isósceles ABC, com AB = BC. Seja H o ponto médio de AC. Determine 
Р no segmento НВ de modo que a soma das distâncias de P aos pontos A, B e C seja a menor 
possível. 


33. (Lei de refração de Snellius). Considere uma reta r e dois pontos P e O localizados em 
semiplanos opostos. 


Р 


R 


Uma partícula vai de P a M com velocidade constante н e movimento retilíneo; em seguida, 
vai de M a Q com velocidade constante v, também, com movimento retilíneo. Mostre que o 
tempo de percurso será mínimo se 


sena  senf 


и v 


9.7. CONDIÇÃO NECESSÁRIA E CONDIÇÕES SUFICIENTES PARA 
MÁXIMOS E MÍNIMOS LOCAIS 


Sejam fuma função e p um ponto interior a рур interior a Dy<> existe um intervalo aberto 


f comi E Dye p € D. Suponhamos f derivável em p. O nosso próximo teorema conta-nos que 
uma condição necessária, mas ndo suficiente, para que p seja ponto de máximo ou de mínimo 
local é que f' (p) = 0. A figura abaixo dá-nos uma idéia geométrica do que falamos acima. 


Р P2 


pi é o ponto de mínimo local: f” (pj) = 0 

рэ é o ponto de máximo local: f’ (ру) = 0 

/' (з) = 0, mas pz nem é ponto de máximo, 
nem de mínimo; рз é ponto de inflexão horizontal 
pa é ponto de máximo local, mas / (рд) + 0; 

рд não é ponto interior. 
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Teorema 1. Seja f uma função derivável em p. onde p é um ponto interior a Dr 
Uma condição necessária para que р seja ponto de máximo ou de mínimo local é que 


F (р) = 0. 


Demonstração 


Suponhamos que p seja ponto de máximo local (a demonstração será análoga se p for 3 


ponto de mínimo local). Assim, existe r > 0 tal que 
fe)sfp)emlp-rptr[n Dg 


Como, por hipótese, p é interior a Dp podemos escolher ғ de modo que ] p — r, p + [С Ds 
Assim | 


ТОО Sf(p) parataloxem]p — rp r[. 


Como f é derivável em p. os limites laterais 


im £O 7f, lim LOS) 
x pt х-р xp x p 


existem e são iguais a f ° (p): 


Pus m LOTA im LOPO: 


х-эр" xp хэр х-р 


(х) — 
Parap < x < p + r, ¿ < 0; pela conservagáo do sinal 


LO са 


lim 
хэр x—p 
logo, f' (p) x 0. 
Parap=r<x<p, LOTI e e dai 
х-р 
im Jf s 
хэр х-р 
logo, f’ (p) = 0. Como f” (р) >0ef' (р) = O resulta f' (p) = 0. " 


Um ponto p Є Dese diz ponto crítico ou ponto estacionário de f se f” (p) = 0. О teorema 


anterior conta-nos, entáo, que se p for interior a Dy e f derivável em p, então uma condição 
necessária para que р seja ponto de máximo ou de mínimo local de f é que p seja ponto 
crítico de f. 


“Vamos, agora, estabelecer uma condição suficiente para que um ponto p seja ponto de 
máximo ou de mínimo local. 
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Teorema 2. Sejam f uma função que admite derivada de 2.º ordem contínua no 
intervalo aberto Fe p € 7. 


a)f'(p) = 0ef" (p) > 0 = pé ponto de mínimo local. 
b)f'(p) = 0 e f” (p) < 0 > pé ponto de máximo local. 


Demonstração 


a) Como f” é contínua em / ë f'' (p) > 0, pelo teorema da conservação do sinal, existe 
r> 0 (tal r pode ser tomado de modo que ] p — r, p + r [ esteja contido em 1, pois estamos 
supondo 7 intervalo aberto e p € 1) tal que 


f'"G)»0em]p-rpctr[ 
Segue que f ' é estritamente crescente neste intervalo; como f’ (p) = 0, resulta: 


f'a)<0 en]p-rpl e 
ГОО» 0 emlp, p + rl. 


f 3 sus E 
р 


ES 


Гоф) = 0еу" p> 


Logo, f é estritamente decrescente em ]p — ғ, p] e estritamente crescente em [p.p + r [. 
Portanto, p é ponto de mínimo local. 


b) Faça você. . 


Exercícios 9.7 


1. Determine os pontos críticos da função dada e classifique-os (a classificação refere-se a ponto 
de máximo local, ponto de mínimo local ou ponto de inflexão). 


x* 


аро) = а 9-2 +3 b xi) = 313 —2г+1 

3 — —£—— 
хі + 249 +? +1 
5х 


дво) = х — За + 3х1 d) ғо) = 


во) = 2 


2. Suponha que fadmite derivada de 3.º ordem contínua no intervalo aberto / е ѕејар Є 1. Prove 
que se f’ (p) = f" (p) = Оеў"" (p) = O então p é ponto de inflexão horizontal. 


дро) = хб А б xd 


3. Suponha que f admite derivada até a 4? ordem contínua no intervalo aberto Ге seja р € L 
Prove quesef' (p =f" (р) =f” p) - 0 ef” (р) * 0, então p será ponto de máximo local 
se f (p) < 0 e será ponto de mínimo local sep (р) > 0. 
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4. Generalize os resultados obtidos nos Exercícios 2 € 3. 


х 
5. Seja f derivável em R e seja g dada por g (x) = fo) x = 0. Suponha que p é ponto de má. 
ximo local de g. Š 


a) Prove que p f” (p) — f (p) = 0. ] 
b) Prove que a reta tangente ao gráfico de /по ponto de abscissa р passa pela origem. 


6. Suponha que f seja derivável até a 2.º ordem em R e tal que para todo x 
170) t xf' Q) = 1. 
a) Prove que f náo admite ponto de máximo local. 


b) Prove que, se f admitir um ponto crítico Хү, então хо será ponto de mínimo local. 
с) Prove que f poderá admitir no máximo um ponto crítico. 


7. Suponha que f seja derivável até a 2º ordem em R e tal que para todo x 
xf” Q) + f' о) = 2. 


a) Prove que, se xo for ponto de máximo local, entáo xp < 0. 


b) Prove que, se Хо for ponto de mínimo local, então xo > 0. 
с) Prove que f (x) > О para todo x. 


(Sugestão. Observe que f” (0) = 2.) 


оо 


- (Teorema de Darboux.) Suponha g derivável em [a, b], com g' (a) < Ое g'(b) > 0. Prove que 
existe c em Ja, b[ tal que g' (c) = 0. Interprete geometricamente. 


(Sugestão: Verifique que o valor mínimo 8 (c) de g em [a, b] é tal que g (c) < e (a) e 
8 (с) < g ф).) 
. Suponha g derivável no intervalo Ге tal que g' (x) * O em todo x de 7. Prove que 


© 


2'()>0emtodox€/ 
ou 


8'(1)<0emtodox E F 
10. Suponha g derivável em [a, b] e seja m tal que g'(a) < m < g' (b). Prove que existe c em Ja, bl 
tal g' (c) = m. 
(Sugestão: Aplique o Exercício 8 à função f(x) = g (x) — mx.) 
П. Seja y = f (x) uma função derivável até a 2.º ordem no intervalo aberto 7, tal que para todo x € 7. 
F Ot OSEO 
Ро) + 0. 


а) Verifique que f ” é contínua em I. 
b) Prove que f não admite ponto de máximo local em /. 


12. Seja y = f (x) derivável até a 2º ordem em ] —r, r [, г > 0, tal que, para todo x € ] —», r [, 
I HF- [ОР = 0. 
Suponha, ainda, que f (0) = 0 ef' (0) = 1. 


a) Prove que f não admite ponto de máximo local em] 0, r 1. 
b) Prove que f não admite ponto de mínimo local em 1-50] 
с) Prove que f é estritamente crescente em] —r, r]. 


Estudo da Variação das Funções 283 


9.8. MÁXIMO E MÍNIMO DE FUNÇÃO CONTÍNUA 
EM INTERVALO FECHADO 


Seja f uma função contínua no intervalo fechado la, b]. O teorema de Weierstrass (veja 
Cap. 5) garante-nos que f assume em [a, b] valor máximo e valor mínimo. Vamos s 
a seguir, um processo bastante interessante para determinar os valores máximos € ous e 
fem la, bj. Suponhamos f derivável em la, b[. Seja f (p) o valor máximo de f em la, bl; este 
modo, p ou é extremidade de [a, b] ou p € Ja, bl; sep € Ja, b|, pelo teorema T da seção antes 
rior, f' (р) = 0. Segue que, para se obter o valor máximo de f em la, b], é suficiente comparar 
os valores que f assume nas extremidades de [a, b] com os assumidos nos pontos críticos que 
pertencem a Ja, b[. O valor máximo de fem [a, b] será então o maior desses valores. Eviden- 
temente, o valor mínimo de f em [a, b] será o menor daqueles valores. " 

Deixamos a seu cargo descrever um processo para se determinar os valores máximos e 
mínimos de fem [a, b], no caso em que fé contínua no intervalo fechado [a, b] e nào derivável 
em apenas um número finito de pontos de [a, b]. 


Exercícios 9.8 
Determine os valores máximos e mínimos (caso existam) da função dada, no intervalo dado. 
E*old др 
1, /д = — —x — 2x + 3em[-2,3]. 
4 
2593] 2 = —2,1 
2. ро) = х — Зх + Эх — 1 em [—2, Н. 
5 4 
зро) = 2 - 35 — Ó + 4 — 4x + 1 om [—3, 3]. 
5 2 
4. f(x) = sen x — cos x em [O, т]. 


5. ро) = Y — 2х2 em[-1,2]. 


эээ em 10, 21. 


х3 — 2x2 


6. Р) = 


10 


PRIMITIVAS 


10.1. RELAÇÃO ENTRE FUNÇÕES COM DERIVADAS IGUAIS 


Já sabemos que a derivada de uma função constante é zero. Entretanto, uma função pode 
ter derivada zero em todos os pontos de seu domínio e não ser constante; por exemplo 


l se x>0 
fe) = 


-1 se x< 0 


é tal que f“ (x) = 0 em todo x no seu domínio, mas f não é constante. O próximo teorema, 
que é uma conseqüëncia do ТУМ, conta-nos que se ftiver derivada zero em todos os pontos 
de um intervalo, entáo f será constante neste intervalo. 


Teorema. Seja f contínua no intervalo Z. Se f’ (x) = О em todo x interior a Z, então 
existirá uma constante k tal que f (x) = k para todo x em 7. 


Demonstração 
Seja Ху um ponto fixo em /. Vamos provar que, para todo x em 7, f (x) = f (x9), o que 


significará que fé constante em /. Para todo x em I, x + xp, existe, pelo ТУМ, um x perten- 
cente ao intervalo aberto de extremos x e хо tal que 


РО) - Рао) = f” (x) (x хо). 


(Observe que de acordo com a hipótese, f é contínua no intervalo fechado de extremos x € xo 
e derivável no intervalo aberto de mesmos extremos.) 
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Como х é interior a L, pela hipótese f’ (x) = 0, logo 
Јо) -f@) O ou f = ғ) 
ara todo x em Z. Tomando-se k = f (xo), resulta o teorema. . 


Como conseqüëncia deste teorema, provaremos que se duas funçóes tiverem derivadas 
iguais num intervalo, então, neste intervalo, elas diferiráo por uma constante. 


Corolário. Sejam f e g contínuas no intervalo 7. Se f' (x) = g’ (x) em todo x interior 
a 1, entáo existirá uma constante K tal que 


g(0)=f00+k 


para todo x em 1. 


Demonstração 


A função h (х) = g (x) — f(x) é contínua em Ге para todo x interior af, 
h’ (a) = g ' (a) —f' (a) = 0. Pelo teorema anterior, existe uma constante k tal que 


2(0-f0=k ou (х) =f0)+k 


para todo x em /. " 


Observamos que se fe g satisfizerem as hipóteses do corolário e se f (xo) = g (xo) para 
algum xo € 1, então f (x) = g (x) para todo x € 7. De fato, pelo corolário, existe k tal que 


go) = Јо) +T k 


para todo x em 7. Em particular, g (xo) = f (xg) + k, logo k = 0. Portanto, g (x) = f(x) em. 

Já vimos que se f (x) = e*, x € R, então, f’ (x) = €", ou seja, a função f (x) = e” goza da 
seguinte propriedade: a sua derivada é ela própria. O próximo exemplo nos mostra que as 
únicas funções que gozam desta propriedade são as funções da forma f(x) = ke”, onde ké 
uma constante. 


EXEMPLO 1. Seja f definida e derivável em IR e tal que, para todo х, f ' (x) = f(x). Prove 
que existe uma constante K tal que, para todo x, tem-se f (x) = ke. 


Solução 


fo) 


ex 


A idéia para a prova é considerar o quociente € mostrar que a sua derivada é zero. 


Temos 


ех е2х 


( Хо) J- FPOe Se 
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Da hipótese f ' (x) = f (x) segue 


(£2)- f O) et — f (x) ех = 


ех е2х 
para todo х em В. Pelo teorema 1, existe uma constante k tal que, para todo x, 


fo) 


x 


k 


Ë 


ou seja, 
fO) = ke*. 


7 Ç E brune y d m 
O exemplo acima nos diz que as soluções da equação diferencial 2 = y sáo as fun- 
© S x 
ções da forma y = ke”, k constante, isto é, 


y * 
— = y e» y = ke*, k constante. 
dx DA M 
а 
Observe: y = f (x) é solugáo da едиаейо diferencial 2 = y se, e somente se, a derivada de 
ffor ela própria. 


EXEMPLO 2. Determine y = f(x), x ER, tal que 


Die E 
de TIO) =2. 


Solução 


dy 
— = y у = ke, k constante. 


dx 


Assim, a f procurada é da forma fx) = ke", com k constante. A condição f (0) = 2 nos 
permite determinar a constante k. De fato, de Ро) = ke? segue f (0) = K e, portanto, k = 2. 
A função que satisfaz o problema dado é, então, f (x) = 2e*. Ou seja, у = 267, " 


Consideremos, agora, a função РО) = е, a constante. Temos /' Оў) = ое, ou seja, 
f (9 = a f(x). Raciocinando como no Exemplo 1, prova-se (veja Exercício 1) que as úni- 
cas funções que satisfazem a equação f ' (x) = a Јо), x € Re а constante, são as funções 
da forma f (x) = ke”, k constante. Ou seja, sendo a constante, tem-se 


2 lay Sy = ke% k constante 
dx 
ou 


Ро) = wf (x) e f(x) = де, k constante 
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EXEMPLO 3. Determine a função y = y (x), х € R, que satisfaz as condições 
dy 
— = 3y ey(0) = -1. 
di y ey 


Solução 
= —-$yey- ke” (k constante). 


3 


Da condição y (0) = —1, resulta k = —1. A função procurada é y = —e Xx ER. п 


EXEMPLO 4. Determine uma função y = f (x), definida num intervalo aberto /, com 
1 Є [tal que f (1) = 1 e, para todo x em 1, 


dy _ : 
ах 
Solução 
Devemos ter, para todo x em 7, 
f' О) = хро). 
Como a função f deve ser derivável em /, resulta que f deve ser, também, contínua em 7. 
Então, a condição f (1) = 1 e o teorema da conservação do sinal garantem-nos que, para x 


próximo de 1, devemos ter f (x) > 0. Vamos, então, procurar /, definida num intervalo aber- 
to 7, e que, neste intervalo, satisfaça a condição f (x) > 0. Temos, então, 


PO vel 
fo» 


D 2 ү 
Lembrando que | In f (x) 17 = 22 e que (2) = x, resulta 


ES , 
релө1-(2 | 


2 
х Aen А Ael 
para todo x em 1. Como as derivadas das funções In f (x) e Лү São iguais em I, do corolário 


acima resulta que existe uma constante К tal que, para todo x em 1, 
х2 
In /(х) = EX +k. 


Da condigáo f (1) = 1, segue 


1 
mi=%+4 
ES 
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1 
e, portanto, k = ЕС Assim, a função 
iex 
y=—= e2 ,x€R, 
Уе 


satisfaz as condições dadas. (Observe que esta é uma função satisfazendo as condições da. ` 
das. Será que existe outra? Como veremos no Cap. 13, esta é а única função definidaem R ~ 


e satisfazendo as condições dadas.) ч 


EXEMPLO 5. Determine uma função y = f (x), definida num interval 
) ? o aberto /, c 
ТЄ Z tal quef() = —1 e, para todo x em /, X 


3 ---2 y 
Solução 

Devemos ter, para todo x em 1, 

F O= 2 [f G012. 
A condição f (1) = —1 permite-nos supor f (x) < 0 em 7. Temos, entáo, 
LOIS Од = 2, x€ I 
Lembrando que (—[ £09] 1] = ГРО 2 f” (0 e que (2)! = 2, resulta 
ELOY = 09, кєл 
Pelo corolário, existe uma constante k tal que, para todo x Є 1, 
ГРО) = 2 + k. 

Da condição (1) = —1, segue k = —1.A função 


satisfaz as condições dadas. (A condição x > 1 € para garantir que | pertenga ao domínio 
def) 
" 


Exercícios 10.1 


L. Sejaf:R > R, derivável e tal que para todo x, J’ (x) = a f(x), a constante não nula. Prove que 
existe uma constante k, tal que, para todo x, f (x) = k e**. 


2. Determine у = f (x), x € R, tal que 


J'G@)=2f@) e fO=1 


(Sugestão: Utilize o Exercício 1.) 
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3. Uma partícula desloca-se sobre o eixo Ox, de modo que em cada instante z a velocidade é o dobro 
da posição x = x (0. Sabe-se que x (0) = 1. Determine a posição da partícula no instante t. 


4. A função y = f(x), x ER, é tal que f (0) = 1 e f’ (x) = —2 f (x) para todo x. Esboce o gráfico 
de f. 


5. Seja y = f(x), x ER, derivável até a 2.* ordem e tal que, para todo x, f" (x) + f(x) = О. Seja 
g dada por g (x) = f' (x) sen x — f (x) cos x. Prove que g é constante. 


6. Sejaf: R— R derivável até a 2.º ordem e tal que, para todo x, f” (x) + f (x) = 0. Prove que 
existe uma constante Á tal que 


/(х)— A cos x о 
ѕеп х 


para todo x em ]0, r[. Conclua que existe uma outra constante В tal que, para todo x em 
10, z[, £ (x) = A cos x + B sen x. 


(Sugestão: Utilize o Exercício 6.) 
7. Sejaf: R — R derivável até a 2.º ordem e tal que, para todo x, f” (x) — f@) = 0 


a) Prove que g (x) = E [ f" (x) — f G) ], x € К, é constante. 


fO) Ае * Ї E 


b) Prove que existe uma constante A tal que, para todo x, | m 


e 


c) Conclua de (b) que existe uma outra constante B tal que f (x) = A e * + Be, para todo x. 


8. Sejam fe g duas funções definidas e deriváveis em R. Suponha que f (0) = 0, g (0) = 1 e que 
para todo x 


f'G)-gQ0 e g'@) = -fo 
a) Mostre que, para todo x, 
(f(x) — sen x. *t(gQ)- cos x? = 0. 


b) Conclua de (a) que f(x) = sen x e g (x) = cos x. 


* 


Utilizando o Exercício 1, determine a única função y = y (х), x € R, que satisfaça as condi- 
ções dadas. 


dy dy 
00, (0) =1 b) — = –у (0) --1 
a) y e y(0) ) y e y(0) 
dy 1 dy 1 
Al. (0) = 2 3-/ уе y0)2—— 
с) 27 70 а 225) (0) 2 


10. Determine a função cujo gráfico passe pelo ponto (0, 1) e tal que a reta tangente no ponto de 
abscissa x intercepte o eixo 0х no ponto de abscissa x + 1. 
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11. Determine uma função y = f(x), definida num intervalo aberto, satisfazendo as condições dadas 


x 


po0-1 


a) 


БЫ БЫ 


F 
d 

b) 2 = y sen x, y (0) = 1. 
dx 


12. Sejaf: R — R derivável até a 2.º ordem e tal que, para todo x, 


Ро) = —f G). 
a) Mostre que, para todo x, 
2 [iG «go» ] = 0 
dx 
b) Conclua que existe uma constante E tal que, para todo x, 


LU" co ОР = E. 


13. Sejam f(t), g (1) e h (0) funções deriváveis em R e tais que, para todo t, 


[/'@) = g(5 
EO Be O - В 
(870) = 20). 


Suponha que f (0) = g (0) = h (0) = 1. Prove que, para todo r, 


LFOY. - ts OP + tho = 3 


14. Sejam f (f) e g (1) funções deriváveis em R e tais que, para todo t, 


o -2:0) 
810) = — f @). 


Suponha, ainda, que f (0) = 0 e g (0) = 1. Prove que, para todo t, o ponto (f (f), g (0) pertence 


2 
а elipse - +y =L 


10.2. PRIMITIVA DE UMA FUNÇÃO 


Seja f uma função definida num intervalo /. Uma primitiva de f em I é uma função F 
definida em /, tal que 


ЕФ) =) 


para todo хет 1. 
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3 


EXEMPLO 1. F (x) = = x é uma primitiva de f(x) = дет К, pois, para todo x em R, 


w |= 


Е'(х) = БА =. 


1 -— 
Observe que, para toda constante k, G (x) = 3 x +k é, também, primitiva de f(x) = x. 
. 


EXEMPLO 2. Para toda constante k, F (x) = 2x + k é primitiva, em R, de f(x) = 2, pois, 
Е!(х)-(2х 4-5) = 2 

рага (040 х. " 

Sendo F uma primitiva de f em I, entáo, para toda constante k, F (x) + k é, também, pri- 

mitiva de f. Por outro lado, como vimos na seção anterior, se duas funções têm derivadas 


iguais num intervalo, elas diferem, neste intervalo, por uma constante. Segue que as primi- 
tivas de fem 1 são as funções da forma F (x) + k, com k constante. Diremos, então, que 


y = Е(х) + k, k constante, 
é a família das primitivas de f em I. A notação | f(x) dx será usada para representar a famí- 


lia das primitivas de f: 
[roa = Е() +k. 


Na notagáo | f(x) dx, a função f denomina-se integrando. Uma primitiva de f será, tam- 


bém, denominada uma integral indefinida de f. É comum referir-se a Í f(x) dx como a inte- 
gral indefinida de f. 


Observação. O domínio da função f que ocorre em Í f(x) dx deverá ser sempre um inter- 


valo; nos casos em que o domínio não for mencionado, ficará implícito que se trata de um 
intervalo. 


EXEMPLO 3. Calcule. 
a) f x? a b) | ax. 
Solução 
Y zs e 2 x 
a) x =. Logo, [x dx = — + k. 
3 3 
b) O integrando é a função constante f(x) = 1. Então 


[asfi aszt 


pois, (x)' ^ 1. Li 
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EXEMPLO 4. Calcule Í X" dx, onde a + —1 é um real fixo. Solução 
p 5«1 -3+1 
Solução [e 3 + 4)dx= x Ard 
5-1 -3+1 
l ati = ае logo, fa iz ДО; 3 ou seja, 
BI «+1 6 2 
1 x x 
5 ES 
EXEMPLO 5. Calcule € +3+4Ja zs AUGUE 
‚ portanto 
а) [ 24 b | has. 2: 
* 1 хб 
+ =“ D +dy+ 
Solução € + 3 ЭГ 6 2 4x + К. п 


4 41) , 1 
a) j dx= Эр + k, pois, = Ë “| Е; EXEMPLO 8. Calcule | ¿de x>0, 


1 E 1 Solução 
b) | = k = Í x 2 qx = х2 ++ k (veja Exemplo 4) 
x -2+1 1 
[а= 0 x) ok c0) 
ou seja, Ea 
: iad 
1 pois (In x + k) = —. и 
Í уйке хі +k : x 
x Seja a um real fixo. Dos Exemplos 4 e 8 resulta 
e, portanto, 
хе+1 
1 +k se аж-1 
= da=- + К. otl 
х? 2 Í х® dx = 
EXEMPLO 6. Calcule Í YaZ dr (m x)+ k se a=-1(1>0) 
Solução 
(pss ve 
2 EXEMPLO 9. Calcule | | =+ 2 dx, x > 0. 
3 ST 
[a=] Mr tk Soluçã 
241 olução 
3 , 3 
j 1 l x2 
оозе БЕ dx = (а x) tk 
х * 
[= 205 +4 2 
5 ou seja, 
EXEMPLO 7. Calcule f(x +44 Js ПЕТЕ ЕЕ . 
x x 
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EXEMPLO 10. Seja а um real fixo, @ + 0. Calcule j ёс" ах. 


Solugáo 
1 , 
—е% | = e, logo, 
a 
1 
forales à 
a 
EXEMPLO 11. Calcule. 
a) f e ax b) | ax 
Solução 
а) | ёсас-ех +x. b) [ear ека a 


EXEMPLO 12. Determine y = y (x), x € R, tal que 


d 
Y = y 
dx 
Solugáo 
dy 2 | 2 
s= 6y=|xº ах. 
dx y 
Assim, 
3 
x 
=k. L| 
y 3 


Vimos, ao final da seção anterior, que se F ' (x) = G ' (x) para todo x no intervalo Ze se, 
para algum xy em Z, F (zo) = G (xp). então, F (x) = G (x) em I. Segue deste resultado que se 
J admitir uma primitiva em / e se xo, yo forem dois reais quaisquer, com xo € T, então exis- 
tirá uma única função y = y (x), x € I, tal que 


= ло) x€ L 


y (xo) = yo. 
EXEMPLO 13. Determine a única função y = y (x), definida em IR, tal que 


d 
dx 


y(0) = 2. 
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Solução 


Ez D > у= атк 


A condição y (0) = 2 significa que, рага x = 0, devemos ter y = 2. Vamos determinar k 
para que esta condição esteja satisfeita. 


1 5 
Substituindo, entáo, em у = гай + k, x por Ое y por 2, resulta k = 2. Assim, 


EXEMPLO 14. Determine a função y = y (x), x € R, tal que 


2 
O at yO tey (0) =0 
Solução 
2 
+1 sfat d 
Assim, 
2 
A ur 
dx 
7 dy j В 
Para se ter y” (0) = 0 ou — = 0, é preciso que k, = 0. Assim, 
x=0 
2 
Ds 
dx 2 
daí 
2 N 3 2 
у= | Sym d=% +% +k 
2 6 2 


Рага k, = 1, a condigáo inicial y (0) = 1 se verifica. Assim, 
3 2 


x X 
=" +— + 1. ГЫ 
5782 


EXEMPLO 15. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x e sabe-se que no instante z, t = 0, 
a velocidade é v (1) = 21 + 1. Sabe-se, ainda, que no instante ғ = O a partícula encontra-se 
na posição x = 1. Determine a posição x = x (t) da partícula no instante t. 


Solugáo 


Earl e x(0) = 1. 
dt 
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Temos: 3. Calcule. 
2x b) | е dx 
изхожда 4146 a | а 1 
dt 
Para k = 1, teremos x = 1 para f = 0. Assim, o fer + sea a) | cos 3x dx 
2 
x(n-rtr4l a ENS 
о Í sen 5x dx nfe + )dx 
Exercícios 10.2 = 
5 dx 
1. Calcule. 8) | (х2 + sen x)dx h) | (3 + cos x) 
) = 1 
^ dx b | зас fere 1 2 
a) | х 2! p |a b [>= 
9 јара à f O? ++ Dar PUR кей 
D | (sen 3x + cos 51) dx m) x ^ 
e) | x ах f) | G + 2x + зах x 
Í Í n) f sen а o) f cos de 
1 1 
E д 3 
af za »f( E р) | бїх + cos зах o fe tea 
9 fra psa njeta s) [sena 
1 х 3 
5[(х++)в » [e «350 as y [a7 cos soa o ](2+sn 5 Jar 
1 4. Verifique que 
п) Í (ax + b) dx, a e b constantes ES +x+ > Ja 
x 1 P =: 
——= dx =aresenx+k -1<x<1 
5 9 f 
— T 2 3 
216: єєр 21(2-3 Ja 
| E 5) ! dx =arctgx +k 
1 1+ x? 
[5 Seld 
2 fov: эш »f(» 23 Je 5. Determine a função y = y (х), x € R, tal que 
dy 3 Hs 
2 V а ‚(0)=2 b—m-j6-xtley(D-l 
[Ea аш. Le y (O) Улыс 
x 
dy E 
dy _ = = = sen 3x e y(0)= 1 
2. Seja а + O um real fixo. Verifique que c) — =cosx e y(0)=0 d) 27 


1 1 
a) [sen ax dc — cos ax + k b) feos axar = sen ax + k 
a a 


dy = EE 
o € aliesey(-D-0 Boc eg 
46 2 
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10. 


11. 
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. Determine a função y = y (x), x > 0, tal que 


ау 
» 9-34 1l. yia 
x 
dy 1 d 101,1 
e) TX =х+—= e y(D-0 Зол уйун1 
dx ягаан Mao Е 


- Uma partícula desloca-se sobre o eixo х com velocidade y (t) = t + 3, t = 0. Sabe-se que, по 


instante г = 0, a partícula encontra-se па posição x = 2, 


а) Qual a posição da partícula no instante г? 
b) Determine a posição da partícula no instante г = 2. 
c) Determine a aceleração. 


Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade у (t) = 21 — 3, tz 0. Sabe-se que no 
instante г = 0 a partícula encontra-se na posição x = 5. Determine o instante em que a partí. 
cula estará mais próxima da origem. 


. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade y (0) =at + vy rz O(ae vo constan- 


tes). Sabe-se que, no instante z = 0, a partícula encontra-se na posição x = xo. Determine a 
posição x = x (7) da partícula no instante £. 


Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = x (f), t > 0. Determine 
= x (t), sabendo que 


a E -и+зех@=2 ву = ё-1е2(0) = –1 
t 


d?x d?x SE 9 

0 = = 3,0(0) = 1 ех(0) = 1 Dz =e  v(0)=0ex(0)=1 
42 а? 

ә — =cos2,v(0)=1 e x(0)=0 P — = sen 31, v (0) = 0 ex(0)=0 
dt dr 
dx 
Em e x(0) = 0 

5 de deg? 2) 


Esboce o gráfico da fungáo y = y (x), x € R, sabendo que 


d 2 
а) =эх-1еу@=0 b) 21 = -4cos2ny 0) = 1 e y'(0)=0 
e у x 0-0ey 92-1 q 2 | ey()-0 
ja EN Фу... = 
а? ч ? de ira? 
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INTEGRAL DE RIEMANN 


Neste capítulo introduziremos o conceito de integral de Riemann e estudaremos algumas de 

` 4 ; e a 4 M 
suas propriedades. A integral tem muitas aplicações tanto na geometria (cálculo de áreas, com 
primento de arco etc.) como na física (cálculo de trabalho, de massa etc.), como veremos. 


11.1. PARTICAO DE UM INTERVALO 


Uma partição P de um intervalo [a, b] é um conjunto finito P = (xp, xj, x», ..., x, ) onde 
a = xo < x( < x <... < x, = b. 


Uma partição P de [a, b] divide [a, b] em n intervalos [ x; - p x; ], i = 1,2, ..., n. 
—+ — + A 
а=хҳ (Хү X Ma Xi Xr- Xash 
A amplitude do intervalo | x; _ |, x; | será indicada por Ах; = x; — x; ү. Assim: 


Ах, —34 — Xp Ах) = X9 — 3, etc. 


Os números Ахт, Ах, ..., Ax, não são necessariamente iguais; o maior deles denomina- 


se amplitude da partigáo P e indica-se por máx Ax;. = | 
Uma partição P = (xo, Хү, x2, ..., x,) de [a, b] será indicada simplesmente por 


P:a=x<x<x<..<x, = b. | 
11.2. SOMA DE RIEMANN 
Sejam fuma função definida em [a, b] eP:a = x9 x, € x; <... < x, = b uma par- 


tição de [a, b]. Para cada índice i (i = 1, 2, 3, ..., п) seja c; um número em [x; _ 1, x;] esco- 
Ihido arbitrariamente. 


e с, 6; n 
l Е. E 1 
Бе es 
а-х, хү ху Xizi X; Xa-1 bx 
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Pois bem, o número 
n 
ED f (cj) Ax; = f (су) Ax] + f(c2) Am +... + f (e) Ах, 
denomina-se soma de Riemann de f, relativa à partigáo P e aos números c;. 


Observe que. se f o > 0, f (c;) Ax; será então a área do retângulo R; determinado pelas 
retas x — xj px = xy = 0e y = fte; X se f(c) < 0,a área de tal retângulo será —f(c) Ах, 


| área de R, = ~f (cj) Ах 


f (c) Ax; = área de R; 


Geometricamente, podemos entáo interpretar a soma de Riemann 
п 
У f (Ge) Ax; 
i=1 
como a diferença entre a soma das áreas dos retângulos R; que estão acima do eixo x e a 
soma das áreas dos que estão abaixo do eixo x. 


& 6 
ac e €; HH ET È f(c) A x; = soma das áreas dos retân- 
m pel 


Ce b * gulosacima do eixo Ох menos soma das áreas 
dos abaixo do eixo Ox 


Seja F uma função definida em [a, b] e seja P : a = xg < x, < ху < x4 < x4 = b uma 
partição de [a, b]. O acréscimo F (b) — F (a) que a F sofre quando se passa de x = a para 
x = b é igual à soma dos acréscimos F (xj) — F (x; — |) para i variando de l a 4: 


F(b) — F (a) = F G - F (ao) = [F x) ~ FG] + [FG — F @2)] + 
[F (ху) — FG] + [F (ху) — F @o)]. 


Isto é: 


4 
Е(Бу- F(a)— 2i Fx) — F(x;-1)1 
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De modo geral, se P: a = xo < x; < ху <... < x, = b for uma partição de [a, Р], então 
n 
F(b) - F(a)= X [F(xi) - F(xi-1)1 
i=1 


EXEMPLO. Sejam F e f definidas em [ a, b ] e tais que F' = Шэн Га, b |; assim F é uma 
primitiva de fem [ a, b ]. Seja a partição Р: а= xg < xy < хә <... < x, = b de [ a, b]. 
Prove que escolhendo convenientemente c, em [ x; _ |, x; | tem-se 


ЕОФ)- Е(а)= Y fi) Ах. 


і=1 
Solugáo 


Pelo que vimos acima 


Еф) – к(а) = X [F(xi) Fai- 


i=1 


Pelo TVM, existe c em [х; — ,, xj] tal que 
Fad- F р) = Е (G) (x; xi р) 


e como F’ = fem [а, b] e Ax, = x; — Xj — 1 resulta 


F(b)— F(a) = E JGi) Axi. п 


Suponhamos, no exemplo anterior, que fseja contínua em [a, b] е ан os Ax; sejam sufi- 


cientemente pequenos; assim, para qualquer escolha de c; em [x; _ |, ху], f (cj) deve diferir 
п 
muito pouco de f( cj ). É razoável, então, que nestas condições m Jf (c) Ax; seja uma boa 


avaliação para o acréscimo F (b) — F (a), isto é: 


F(b) - Fla) = L fei) Axi. 
"m 
É razoável, ainda, esperar que a aproximação acima será tanto melhor quanto menores 
forem os 4x;. Veremos mais adiante que, no caso de f ser contínua em [a, b], 


F(b)- F(a)- lim Y f) Ax. 


máxAx-0 j=] 


onde máx Ах, indica o maior número do conjunto (Ax; li = 1, 2, ..., n) 


O sentido em que tal limite deve ser considerado será esclarecido na próxima seção. 
Observe que máx Ax; — 0 implica que todos os Ax; tendem também a zero. 

Vejamos uma versáo cinemática do que dissemos anteriormente. Consideremos uma 
partícula deslocando-se sobre o eixo Ох com função de posição x = x (£) e com velocidade 
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У = v (f) contínua em [a, b]. Observe que x = x (f) é uma primitiva de v = v (f). Seja 
a = to < tí < t, <... < t, = b uma partição de [a, b] e suponhamos máx Az; suficiente- 
mente pequeno (o que implica que todos os Az; sào suficientemente pequenos). Sendo c;um 
instante qualquer entre f; _ ¡ ет, a velocidade v (c;) é um valor aproximado para a velocida- 
de média entre os instantes f; _ jet; 


у(с) = = ou Ах, = v(c;) Atj 
At; 


(observe que, pelo TVM, existe um instante c, entre 1, _ yet;tal que Ax; = v (€) Аш), onde 
Ax; é o deslocamento da partícula entre os instantes 1, _ 1 € f; Como a soma dos desloca- 
mentos Ах, para i variando de 1 a n, é igual ao deslocamento x (b) — x (a), resulta 


n 
x(b) — x(a) & Y v(c;) Ar, 
i=1 
ze n 
Erazoável esperar que, à medida que as amplitudes Аглепдата zero, asoma Y v(c;) At; 
tenda a x (b) — x (a): 2 


n 
x(b)—x(a)= lim È v(c;) Ап. 
máx Ar,— 0 i=1 


11.3. INTEGRAL DE RIEMANN: DEFINIÇÃO 


n 
Sejam f uma fungáo definida em [a, b] e L um número real. Dizemos que > (с) Ах; 
15 


tende a L, quando máx Ax, — 0, e escrevemos 


n 
lim У о) Ax; = L 
máx Ax; OO 1-1 
se, para todo e > O dado, existir um 8 > 0 que só dependa de e mas não da particular esco- 
Iha dos c; tal que 


<є 


E РСс)Ах; — L 


ist 


para toda partição P de [a, b], com máx Ax; < ô. 
Tal número L, que quando existe é único (verifique), denomina-se integral (de Riemann) 


b 
de fem [a, b] e indica-se por | J (x) dx. Então, por definição, 
a 


máx Av, >0¡=1 


[eo a = lim É fe) Ax, 


b 4 
Se Ї Ј (х) dx existe, então diremos que f é integrável (segundo Riemann) em [a, b]. É 
a 


b 
comum referirmo-nos a Í f (x) dx como integral definida de fem [a, b]. 
a 
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Observacáo. Pomos, ainda, por definigáo: 


а а b 
| Ро) dx = бе [ғо а= -f FG) dx (a < b), 


11.4. PROPRIEDADES DA INTEGRAL 


Teorema. Sejam f, g integráveis em [a, b] e k uma constante. Então 
b b b 
a) f + g é integrável em [a, b] e Ї VO + е (091 а = Í fdr + j 269 dx. 
a 
b b 
b) Kf € integrável em [a, b] e | KO) dx = k { уо) dx. 
а а 


b 
c) Se f Q) > 0 em [a, b], então | Ро) dx > 0. 


4) Se c € la, b[ e f é inteerável em [а, c] e em [с, b] então 


Ї fo deo [yaa [roo as 


Demonstração 


a) Para toda partição P de [a, b} e qualquer que seja a escolha de c; em [x; _ p xj] 


+ 


< 


n b b n b 
X UG) + g(e0] Ax, — n года + | коа) PROE EO 
i=1 a a, i= a 


Da integrabilidade de fe g segue que dado є > 0 existe ó > O tal que 


n b € 
È дА | Foa <> 
i=1 a 
£ 
| n b £ 
[E soam - оо 2 


para toda partição P de fa, b] com máx Ax; < 8. Logo, 


n b b 
È LFD + gle)] Ax — р Hayas + || «боё | <e 


i=1 


para toda partição P de [a, b] com máx Ах, < 8. Assim, 


п b b 
lim È LC) + g (c) Ax f fo) dx | g (x) dx 
: Р a 


máx Ax, 0 i= 
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ou seja, f + g é integrável e 


b b b 
Jure tela = [reo ac + [sa 


b) Fica como exercício. 


c) Como f @) = 0 em [a, b], para toda partição P de [a, b] e qualquer que seja a escolha dos G 


È fci) Ax; > 0. 
i=l 


b b 

Se tivéssemos [ f (x) dx < 0, tomando-se e > 0 tal que Ї ТОО dx + є < 0, existiria 
а a 

um 8 > Otal que 


b n b 
| гоуас-с« X fc) Ах <Í ТОО dx e 
a i=l a 
para toda partição P de [a, b] com máx Ax; < ô. Assim, para alguma partição P teríamos 


п 
E рс) Ax; < 0. 
i=1 
que é uma contradição. 


d) Para toda partição P de [a, b], com c € P, 


q €2 Cm Cm «1 Cn 
1 1 i H i 
+10 A+ — 
q^ чар Ж Xm -1 Й Am +1 Fa 1 b 
Жо Xn x, 
temos 


n С b 
| 2 f(ci) Ах; "renes [rwa] 
i=l a C 


É reos - roe] e| É seas- соо 
i=l a i=m+1 с 


Como, por hipótese. f é integrável em [а, c] e em [c, b], dado e > 0, existe 8 > O tal que, 
para toda partição P de [a, b], com c € P, e máx Ах; < ó 


= 


+ 


É Hoyas frear 


€ 
«оо 
2 
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e. portanto, 


E fc) Ах — 


“годах + [родах 
i=l а Ё 


b b 
Segue, entáo, da integrabilidade de fem [a, b] que Í f(x) dx = [reo dx + Í FO) ах. 
a a с 
(Por qué?) 


< e. 


" 
11.5. 1.º TEOREMA FUNDAMENTAL DO CÁLCULO 


De acordo com a definição de integral, se f for integrável em [a, 5], o valor do limi- 
te 


n 
lim X fc) Ax; 
máx Ах, 90 ¡=1 


b 
será sempre o mesmo, independentemente da escolha dos c;, e igual a j f(x) dx. Assim, 
" х а 
se, para uma particular escolha dos c;, tivermos 


E 
lim — X f(g)Ax = L 
máx Ax, >0 1-1 


b 
entáo teremos L = Í Дох) dx. 


Suponhamos, agora, que fseja integrável em | a, b ] e que admita uma primitiva F (x) em 
[a b], isto é, F'(x) = f(x) ет [а, b]. SejaP: a = xo < x) < Ху)... < x, = b uma partição 
qualquer de (a, b]. Já vimos que (veja exemplo da Seção 11.2) 


ЕФ) F= X[FG) - FG; I. 
1 


i- 


Segue, entáo, do TVM, que, para uma conveniente escolha de c; em lx; рх], teremos 


Fib) -F= 


i 
ou 


i Ms 


F'(&£)Ax 
1 


° 


n b 
X finas АЕ 


п 
F(b) - Е(а) = 2 f(T) Ах. 
i=1 
Se, para cada partição P de (а, b], os c; forem escolhidos como em (Т), teremos 


n 
lim E f) Ах = F (b) F (a) 
máx Ax, 20 j=] 
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e, portanto, 


b 
j fO) dx = F (b) — F (a). 


Fica provado assim o 


I." teorema fundamental do cálculo 


Se f for integrável em [a, b] e se F for uma primitiva de fem [a, b], então 


b 
| rey ax = ЕО)- F (а). 


Provaremos mais adiante (veja Apêndice 4) que toda função contínua em [a, b] é inte- 
grável em [ a, b ]; por ora, vamos admitir e utilizar tal resultado. Segue, então, do 1.º teore- 
ma fundamental do cálculo que se f for contínua em [a, b] e F uma primitiva de fem [a, b], 
entáo 


b 
Í Ро) dx = F (b) - F (а). 
а 
A diferença F (b) — F (a) será indicada por [F ол, assim 
b a 
[годах = IF йр = F O- F (а). 
a 
2 
EXEMPLO 1. Calcule Í х2 dx. 
Solução 


Е (х) = n х é uma primitiva de f (x) = x e fé contínua em [1, 2], assim 


ou seja, 
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3 
EXEMPLO 2. Calcule [ 44. 
Solução 
3 3 
j déc xd, e 4c) - 16 
ou seja, 


f; dx = 16. в 


2 
EXEMPLO 3. Calcule Í (х3 + 3x — D dx. 


Solução 


2 4 2 2 24 
f озара E + 35 -x 242 
0 


ou seja, 


2 
fe +3x— dx =8. и 


2 
EXEMPLO 4. Calcule Í = dx. 


Solução 
2 2 
1 -2 1 d Ë 1 
ws = ах=|——| --11| =-|—-- 
j + | | Ч Bl 2-. i 
Assim, 
2 
Pal : 
ox 2 


2⁄1 1 
EXEMPLO 5. Calcule j ++ dx 
x x 


Solução 
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ou seja, 


EXEMPLO 6. Calcule М sen 2х dx. 


Solugáo 
т m 
F sen 2x de= [- cos 2x? ce dac ma 
0 0 4 2 
ou seja, 
= x. 
E sen 2x dx = 2-42 
0 4 


1 
EXEMPLO 7. Calcule Í e dx. 
0 


Solugáo 


Exercícios 11.5 = 25 


Calcule. 


1 
Ч (x +3) dx 


41 77 

3 | = af G2 -Ddr 
o2 E 
3 2 

s. Га 6 ла 
3 | 1 

dept &[ sa 
lox T 


2 
9. Í (х2 4 3x — 3) dx 


1 0 
1 | @х+зу& 12 | ох зуд 


1 
2. | aretoa 


4 
25. Í (5х + Vx) dx 


21+x 
>. | dx 


x 


29. 


lx 


Г 


1 ү 


2 
з. Í G? +3t— 1) а 
0 
1 
ээ. |, (s +2) ds 
2 


2 
35. f (32 + 3s + D ds 


16. 


18. 


20. 


22. 


24. 


26. 


28. 


30. 


32. 
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34. |, (и2 — 2u + 3)du 


36. 


38. 


40. 


42. 


44, 


E 
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л 
25 1 

45. PË (3 + cos Зх) dx 46. її sen 5x dx 
0 


en 2 
47. e n ав. | 2* dx 
o 2 o 
1 га E l 2x 
49. o 2хе -Jo 14x2 


1 
s2 | ES e ах 


m 
54. IE (ile ЭГ 
0X2 2 / 


1 1 
ss. |2 cos? хах С Verifique que cos?x = p: * 5 соз 2x.) 
o 


Lo 
я. | ах 
0 ]+ x 


RAE, 
53. р (sen x + sen 2x) dx 


т 
56. IH sen? x dx 57. IE sec? x dx 
0 


1 1 
58. Ї 3% dx 59. | 3х ех dx 
0 0 


х 
во | 5 te? xd 
a 


11.6. CÁLCULO DE ÁREAS 


Seja contínua em [a, b], com f (X) > 0 em [а, b]. Estamos interessados em definir a área 
do conjunto A do plano limitado pelas retas x = a, x = b, y = Ое pelo gráfico de y = Ро). 


а b 


Seja, então, Р: a = xg < x, < ху <... < x, = b uma partição de [a, b] e sejam cec 


em (Хүү, xj] tais que f ( 6;) é o valor mínimo e f (с,) o valor máximo de f em [x; _ 1, xj]. 


4 
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n 
Uma boa definição para área de A deverá implicar que a soma de Riemann Y f(c;) Ах; 
ES i=1 
seja uma aproximação por falta da área de A e que 2 f (ci) Ax; seja uma aproximação por 
excesso, isto é f 


À fG)As < área AS E SEA 


i=1 р 


b 
Como as somas de Riemann mencionadas tendem a | f G) dx, quando máx Ax; — 0, 
a 


nada mais natural do que definir a área de А por 


b 
área A= Í fO) dx. 


Da mesma forma define-se área de A no caso em que fé uma função integrável qualquer, 
com f (x) > 0 em [a, b]. 


EXEMPLO 1. Calcule a área do conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = 1, 
y = 0 e pelo gráfico de f(x) = x. 


Solugáo 


EXEMPLO 2. Calcule a área do conjunto A = le. yeR?lsx«2e0xys >) 
x 
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Solução 


A бо conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x = 2, у = Ое pelo gráfico de y = a 


As situações que apresentamos a seguir sugerem como estender o conceito de área para uma 
classe mais ampla de subconjuntos do 2. 


Сото f (x) < 0 em [a, b], 
b 
[foo dco. 


Seja A o conjunto hachurado. 


Área — fro dx — fro dx + fire dx= [rola 


Observe: 


b с а b 

Í JG) ах = f J G) dx +Í f(x) dx + Í, f(x) dx = soma das áreas dos conjun- 
a a c 

tos acima do eixo 0х menos soma das áreas dos conjuntos abaixo do eixo Ox. 
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[f (c) — g (cj) ] Ax; = área retângulo 
hachurado. 


п b 
lim _ Y [f(c) — g(e;)] Ax = Í ІРО) — gG2] dx = área A 


máx Ar, >0¿=1 


onde А é o conjunto limitado pelas retas x = а, x = b e pelos gráficos de y = ГО) e | 
у= g (х), com f (z) 2 g G)em[a, b]. 


EXEMPLO 3. 


a) Calcule a área da regiáo limitada pelo gráfico de f (x) = х, pelo eixo х e pelas retas 
x=>lex=1. 


1 
b) Calcule Í x) dx. 
-1 


Solução 


314 Um Curso de Cálculo — Vol. 1 


EXEMPLO 4. Calcule a área da região limitada pelas retas x = 0, x = 1, y = 2 e pelo grá- 
fico de y = a 


Solução 


1 . 37 
área = Í (2 — х2) dx = E — 4 = š 
НА! 


Я " 
EXEMPLO 5. Calcule a área do conjunto de todos os pontos (x, y) tais que х y* х. 


Solucáo 


Observe: para cadaxem /х 
[0, 1], (x, y) pertence ao 
conjunto se, e somente 
se, x) < у= Vx. 


х? 


х 1 


gr 


EXEMPLO 6. Calcule a área da região compreendida entre os gráficos de y = xe y = x°, 
com 0 = x = 2. 


Solução 


As curvas y = хеу = x interceptam-se nos pontos de abscissas 0 e 1. Entáo, 


Observação. Os pontos em que as curvas y 
sistema 
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Consideremos, agora, uma partícula que se desloca sobre o eixo x com equagáo 
x = x (t) e com velocidade у = v (f) contínua em [a, b]. A diferença x (b) — x (a) é o des- 
locamento da partícula entre os instantes a e b. Como x (1) é uma primitiva de у (f), segue о 
1° teorema fundamental do cálculo que 


b 
х(@-х(а= | va. 
a 
Por outro lado, definimos o espago percorrido pela partícula entre os instantes a e b por 


b 
iv(£)l dt. 


a 
Sev (t) = 0 em fa, b], o deslocamento entre os instantes a e b será igual ao espaço per- 
corrido entre estes instantes, que, por sua vez, será numericamente igual à área do conjunto 
A limitado pelas retas ѓ = a, t = b, pelo eixo Ot e pelo gráfico de v = v (2). 


a b 1 
Suponhamos, agora, por exemplo, que v (1) > Оет (4, c] e v (f) < 0 em [c, b]. 


v 


v= v(t) 


Neste caso, o deslocamento entre os instantes a e b será 
b 
x (b) — x(a) = | v(t) dt = área Aj — área А) 
a 
enquanto o espaço percorrido entre estes instantes será 


b e” b 
Í тае | voa- f v(t) dt = área Aj + área Аз. 
Я E E 


EXEMPLO 7. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (1) = 2-4. 


a) Calcule o deslocamento entre os instantes г = 1 e t = 3. Discuta o resultado encontrado. 
b) Calcule o espaço percorrido entre os instantes 1 e 3. 
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Solução 


3 PP 
а) х(3) — х(1)- | Q-ndr- 2-5 = 0. 


Em [1, 2[, v (Ð > 0, o que significa que no intervalo de tempo [1, 2] a partícula avanga 
no sentido positivo; em 12, 3], v (0) < 0, o que significa que neste intervalo de tempo a par- 
tícula recua, de tal modo que no instante + = 3 ela volta a ocupar a mesma posição por ela 
ocupada no instante / = 1. 


x(1) 
ын m- 
х@) х0) É 


b) O espaço percorrido entre os instantes t = let = 3 6 


ln а-па f ena pa-na-1. 


Observe que o espaço percorrido entre os instantes | e 2 é 


2 1 
Í =D di=> 
е que o espaço percorrido entre os instantes 2 e 3 é 
3 3 1 
[ua [aya в 


Exercícios 11.6 = 


Nos Exercícios de 1 a 22, desenhe o conjunto A dado e calcule a área. 


1. А é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x = 3, pelo eixo Ox e pelo gráfico de y = х. 

2.А é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 1, x — 4, y = 0e pelo gráfico de y = Vx. 

3. A é o conjunto de todos (x, y) tais que x»-1« y «0. 

4. Aé conjunto de todos (x, y) tais que 0 = уч4— x. 

5. A é o conjunto de todos (x, y) tais que 0 < y = | sen x |, com 0 < x < 27. 

6. Aé aregiáo do plano compreendida entre o eixo 0x e o gráfico de y — х- x,com 0 = x =< 2. 

7. A é o conjunto do plano limitado pela reta y = O e pelo gráfico de y = 3 — 2x — х, сош 
-15х502. 

8. A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = —1,x = 2, y = De pelo gráfico de y = x 2x5. 

9. A € o conjunto do plano limitado pelo eixo 0х, pelo gráfico de y — 2- х,—]=х= 1. 


10. A é o conjunto do plano limitado pela reta y = 0 e pelo gráfico de y = PES x, com 0 = x = 2, 
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11. A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = т, y = O e pelo gráfico de y = cos x. 
12. A é o conjunto de todos (х, y) tais que x z Оёх = y = x. 
13. A é o conjunto do plano limitado pela reta y = x, pelo gráfico de y = A com -1=x=1. 
14.4=(01y€Rl0<x<le Jr =y= 3). 

т 
15. A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x == > € pelos gráficos de y = sen xe y = cos x. 
16. A é o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que é+l< y<x+]1. 
17. A é o conjunto de todos os pontos (х, y) tais que x“ — 1 € y < x + 1. 


18. A é o conjunto do plano limitado pelas retas x = 0, x = 2 e pelos gráficos de y = cos x e 


y = 1 — cos x. 
19.A= (G; y) € В21х20ех - ху -x + 5x F 
20. A é o conjunto do plano limitado pelos gráficos de y = PS x, у = sen zx, com —] = x = |, 
21. A é o conjunto de todos os pontos (x, y) tais que x > Ое x < y &x — x 


22. A é o conjunto de todos (x, y) tais que x > 0c 23 «уж 5 — 42. 
x 

23. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com velocidade v (1) = 2t — 3, t 2 0. 
a) Calcule o deslocamento entre os instantes 1 = let = 3. 
b) Qual o espaço percorrido entre os instantes ! = 1 e t = 3? 
c) Descreva o movimento realizado pela partícula entre os instantes? = 1e7 = 3 

24. Uma partícula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v (1) = sen 21, t z 0. Calcule o espa- 
ço percorrido entre os instantes: = (ег = т. 

25. Uma partícula desloca-se sobre o eixo Ox com velocidade v (7) = -P- t,t > 0. Calcule o 
espaço percorrido entre os instantes t = 0 c í = 2. 

26. Uma partícula desloca-se sobre o eixo 0x com velocidade v (1) = e-u- 3,1 = 0. Calcule o 
espaço percorrido entre os instantes 1 = Оеѓ = 4. 


11.7. MUDANCA DE VARIÁVEL NA INTEGRAL 


Veremos, no Vol. 2, que toda função contínua num intervalo / admite, neste intervalo, uma 
primitiva. Por ora, vamos admitir tal resultado e usá-lo na demonstração do próximo teorema. 


Teorema. Seja f contínua num intervalo / e sejam a e b dois reais quaisquer em /. 
Seja g : [c, d] — 1, com g' contínua em [c, d], tal que g (c) = ae g (d) = b. Nestas 
condições 


b 4 
| fene - fr o g o du 


Demonstração 


Como fé contínua em 7, segue que f admite uma primitiva F em I. Assim, 
b 
9) Í ТОО dx = F (b) — Fla). 
a 


A função H (и) = F (g (u)), и € [c, d], é uma primitiva de f (g (и)) g' (u); de fato, 
H'(u) = [F (g (и) = F'(g Q0) g'u) 
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ou seja, 
H'(u) = f (g (и) g'u) 


pois, F ' = f. Segue que 


d 
Í fg (0) g'(u) du = [F (g (1° = F (g (d) – F (8 (с)). 


Por hipótese, g (d) = b ë g (c) = a. Tendo em vista (D, resulta 


d b 
[ie gd Fo — Feo = | roo а 


[ro d=? 


х=а уни = с onde g(c)= a 


x = glu) ; dx = g'(u) du 
x=b ;u-dong(d)-b 


b d 
| foods = [f 00) вод du 


1 
EXEMPLO 1. Calcule |А (x — IO ах. 
Solução 


Façamos x — 1 = u, ou seja, x = u + 1. 


x=0 u=—1 


x=utl;dx=(u+1) du ou dx = аи 
x=1 ¡u=0 
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1 
EXEMPLO 2. Calcule In JT ах. 
2 


Solução 
1 1 
Façamos и = 2х — 100х = —u+— 
2 2 
Pa sem d 
E CEP" 
| 1 
хэ и-0 
2-2 
x=1 ju=1 
Ї Ахта | РЕЗ id Ми du 
1 2 ШИ: 
Ju du = [5 | == 
3 o 3 
Assim, 
Í 2x Гах-1 
1 E BE Li 
3 3 
Observação. Poderíamos, também, ter feito a mudança de variável 2x — 1 = и? ou 
шалган 
2 2 
yel ; dx = и du 
2 2 
:-1 TED 
2 
x=1 zu = | (ou u = — 1) 


1 1 1 
In (2х-14-1 yu? udu= | lulu du 
> 0 0 

Como u está variando em [0, 1], lu! = и, daí 


1 1 1 
INPS и? du = —. 
0 0 3 
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Se em vez de и = 1 tivéssemos tomado и = —1, teríamos 


De 1 -1 
joies | uu | tutu du 
0 0 


Como u está variando, agora, no intervalo [—1, 0], lu | = —u; assim, 


4-1 


-1 ы, sss 3 
Í lulu du = | -и2 du = -| + 2d 
0 0 3 3 


0 


1 1 1 1 
Observe que tanto g (и) = — иг, „u € TO, 1], quanto g (и) = A 2 + ¿€ 1-1, 0], 


satisfazem as condições do teorema de mudança de variável. 
Às vezes, com pequenos ajustes, a integral a ser calculada pode ser colocada na forma 


d 
Ї f (g (0) g'(x) dx. Neste caso, a mudança de variável u = g (x), x € [c, d], transforma a 
с 


gd) Г 
integral f (u) du na anterior. 
FIOI 


d 
[reos a? 


х=с su = & (с) 


u= р(х) :du- 2 (0 dx 
x=d ;u = g(d) 


g : s(d) 
лао) оа [Fw de 
€ stc) 


1 
EXEMPLO 3. Calcule Í езх dx. 


Solução 


Multiplicando o integrando por 3 e dividindo a integral por 3, nada muda: 


[ечат [оза 


3 Jo d 
u=3x ; ди = Зіх 
х-0 ;u-0 
х= ;и= 3 
D 1p 1 1 
|, edo p edu le = ql = я 
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EMPLO 4. Calcul Ї 1 
Л . Calcule == 
EX 0 x2+1 
Solução 


Fazendo и = х2 + 1, du = 2x dx. Vamos então multiplicar o integrando por 2 e dividir a 
integral por 2. 


du 
— 

Ї x dx s= |. 2x dx 

o x2+1 240240 


x=0 ju=1 
x=1 ju=2 


ou seja, 
f x 2102 
o x? +1 2 Р 
2 
EXEMPLO 5. Calcule | x (22 +1 dx 
1 
Solugáo 
2 — 2 
| xl ar | Ju? +1 2x dx 
1 1 
u=x2+1 ;du=2xdx 
x=1 ou=2 
x=2 eu=5 
Еа е е 
хухА + к= | и du = — = — [545 – 2 42 
1 24 2 | 3/2 5 3! } ч 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, observamos que o valor da integral de fem 
[a, b] não depende do símbolo que se usa para representar a variável independente: 


[у б) dx = [7 (и) du = [у ууф = [у (D) d D erc. 
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EXEMPLO 6. Seja f uma função ímpar e contínua em [—r, r], r > 0. Mostre que 


fr (0 dx = 0. 


Solução 
fímpar > f (—x) = —f (1) em [—r, r]. 


Fagamos a mudanca de variável u = —x 


[F de= уо do = - [f cod у ay du 


Como f (—u) = —f (u), resulta 


f Od- FÉ (и) du; 


" 
mas, Í f (u) du = Í (x) dx (veja observagáo acima), logo 
-r = 


[ros--fro«e 
ой seja, 
a 
2|f60d=0 
e, portanto, 


É f (x) dx = 0. (Interprete graficamente.) 
ту 


Solução 


Ро) = x 4x* +3 é uma função ímpar, pois, 


Р) = a [rx +3 = — d +3)=-f(0. 
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Pelo exemplo anterior, 


1 

Ë dx* +3 ax=0. 
0 

EXEMPLO 8. Calcule Í БАЛ 


Solução 


Aqui é conveniente a mudança u = x + 1 


u=x+1 ¡du= dx 
x=-1 ¡u=0 
x=0 ;и= 1. 


De u = х + 1, segue x = и — 1. Então, 


5 3 


1 
0 1 1 эз Dr od AA 
Ї x2 +1 8-1, (u—1? Ju du-[ (и2 —2u + D и2 а= | (02242 +42) du. 
-1 


1 
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Assim, 
21 5 3] 
0 2 2 2 16 
2 = u E u u = 
Í: Ax *t1dx 7 2 5 + 3 105 ГЫ 
2 2 2j 
Exercícios 117 zzz==—— 
1, Calcule. 
a) fe -2У dx b) j (3х + D dx 
1 0 
¡EEE 0 л 
o [та af (2х + 5)° dx 
0 -1 
4 e: 2 2 
5 — х dx ——— dx 
9 Í. Цана V 1 (àx — 2)3 
1 1 1 3 
dx h 
8) 0 (x 1» Í, 4+x 
2 SS 
2x ; x 
i) b e dx D Í хє" ах 
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0 ИЕЛЕ $ D > p ji E 4 
2x dx 9 | — 
DJ хута m | cos 2x о Jx+1 о т 
1 y? 1 х2 3 42 1.52 
4 af а DJ dy [4 
n j Tu o d+? o «T mj тар © 
0 2 3 f 2 My 3 (x2 3) dx ЇЕ А Е 
3 n x^ (x 24 
ШИЕ vita s 2 1 5+3x ni 9 o y Ye ау 
Я; T 
эь 1 E = 
9| der Э| — Р) Ë sen x cos2 x dx o [6 Goss udi 
-1 0 (x +Š o o 
Е f x (x + DIO ах и) Ї х2 (х — 219 a ш т 
q 1 r) [2 sen x (1 — cos? x) dx $) Ë sen x sen? x dx 
2 0 3 3 
2. Suponha f contínua em [—2, 0]. Calcule n f (x — 2) dx, sabendo que Í, fœ ах =3. 5 Е 
Di E sen? x dx u) Ë cos? x dx 


3 


1 1 
3. Suponha f contínua em [—1, 1]. Calcule Í FOx— V) dx sabendo que Í f (u) du = 5. Ы 


1 
8. Um aluno (precipitado), ao calcular a integral Í i 41 1+ х2 dx, raciocinou da seguinte for- 


2 
Р 2 
4. Suponha f contínua em (0, 4]. Calcule Ë Ро) dx. ma: fazendo a mudança de variável и = 1 + х2, os novos extremos de integração seriam iguais 
a2(1=-1>u=2,x=1=>u= 2) e assim a integral obtida após a mudança de variável 


sen x 


dq = 
т et 
5. Calcule Í seria igual a zero e, portanto, | i yl +x? dx = 01! Onde está o erro? 


rr ХА 2 +1 
6. Calcule a área do conjunto dado. 9. Seja fuma função par e contínua em [—r, r], r > 0. (Lembre-se: f par & f (~x) = Р(х).) 
aja = (c у? l1sx<2e0<y< /х-1) 


} 


0 r 
a) Mostre que j: Dd = Í J (x) dx 


bA= {к у Є 10<х<2е0<у 


(4 (4 
143? x ET 5) Conclua de (a) que Í f(x) dx = 2 1 Jf G) dx. Interprete graficamente 
с) A é o conjunto do plano limitado pela reta x = 1 e pelos gráficos dey = e "eye `, ғ 0 
com x= 0 10. Suponha f contínua em Га, b]. Seja g: [c, d] — R com g’ contínua em [c, d, g (с) = ае ! 
7. Calcule g (d) = b. Suponha, ainda, que g’ (и) > 0 em Jc, d[. Seja c = uo < u, < u> <... < u, = 4 ; 
` a uma partição de [c, d] e seja a = xo < x, < ху <... < x, = b partição de [a, b], onde I 
1 1 > : X; = g (ир, para í variando de Ü a n. | 
а) 1 х үх? +3 dx b) Í x (х +3)? dx a) Mostre que, para todo į, i = 1,2, ..., n, existe и; em [и; _ |, uj] tal que | 
ER 1 | 7 Ax; = g ' (uj) Au; 
Es 1- dx 
2 Ї х D dx Ф j * 4 5) Conclua de (a) que | 
0 3 Í 2 п | 
26x xyl+ 2x^ dx — - 2 
a É е un X FE) Аат E fe) Ax | 
i= i=1 
2 35 
o), pa^ Элл É onde c; = g (uj. 


Á 
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с) Mostre que existe M > 0 tal que 


Ax, < M Au, 
para í variando de Оал 
d) Conclua que 
п п 
lim У fe) g (6) Au; = lim X fc) Ax; 
máx Au; 0 1-1 máx Ах,-э0 1-1 
ou seja, 
d b 
[rem бав = a 
e a 
11.8. TRABALHO 


Nesta seção, admitiremos que o leitor já saiba o que é um vetor. Consideremos, então, 
um eixo Os 


14 


9 


e indiquemos por i o vetor, de comprimento unitário, determinado pelo segmento orienta- 
do de origem 0 e extremidade 1. 

Seja а um número real; F = œ i! é um vetor paralelo a и .O número аба componente 
de F na direção u.Sea> 0, а p tem o mesmo sentido que R: ѕеа< 0, a т tem sentido 
contrário ao de R. 

Suponhamos, agora, que uma força constante F-a и atua sobre uma partícula, que 
se desloca sobre o eixo Os, entre as posições s = ses = s>, com s, e 55 quaisquer. Defini- 
mos o trabalho + realizado por Ё, de s, a sy, por 


T= a (s> — sj). 


Assim, o trabalho realizado pela força constante F =a w, desa 55, É, por definição, o 
E 


produto da componente de F, na direção do deslocamento (isto é, na direção и), pelo 
deslocamento. Temos os seguintes casos: 


Da>0es>s5/>7>0, 


ЫГ 
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2)a < 0ëe s; > s, = + < 0. 


F 


5 
^ posicáo final 
posicáo inicial 


е AEN $ . 
Neste caso, Ё аша contra o movimento; F é uma força de resisténcia ao movimento. 


3Ya>0es,<5>7<0, 


ын 
E 
23 


posicáo final 


F realiza um trabalho de resistência ao movimento: т < 0. 


Da < 0e s; < s| = т> 0. 


m 
+ 
1 


S 


25 H 

F atua a favor do movimento: т > 0. 1 | 
Suponhamos, agora, que sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo Os аша uma 

força constante F , de intensidade F, mas nào paralela ao deslocamento 


> > 
Fr = F cos 0 u 


> З 3 
onde 8 é contado no sentido anti-horário de Os para Ё. O trabalho r realizado por F, de sy 
à 55, é, então, por definição, 


т = (F cos 0) (s> — 51) 


pd А = 
onde F cos 0 é a componente de F na direção do deslocamento. 


а i i i j de comprimento é o metro 
Observação. No Sistema Internacional de Unidades (SI) aunidade 
(m), a d dead o segundo (s), a de massa o quilograma (kg), a de força o Newton (N) ë a 
de trabalho o Joule (J). Sempre que deixarmos de mencionar as unidades adotadas, ficará 
implícito que se trata do sistema SI. 
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EXEMPLO 1. Sobre um bloco em movimento atua uma força constante, paralela ao deslo- 
camento e a favor do movimento. Supondo que a força tenha intensidade de 10 N, calcule o 
trabalho por ela realizado quando о bloco se desloca de x = 2 m a x = 10m. 


Solução 


poem 
1+1 
2 
O trabalho 7 realizado por Fé 
T= 10 (10 — 2) = 80]. . 


EXEMPLO 2. Um bloco de massa 10 kg desliza sobre um plano inclinado, da altura de 
5 m até o solo. O plano inclinado forma com o solo um ángulo de 30º, Calcule o trabalho 
realizado pela força gravitacional. (Suponha a aceleração gravitacional constante e igual a 
10 m/s?) 

Solução 


5, = 0 (posição inicial) 


solo 


5, (posição final) 


E 

Pela lei de Newton, a intensidade de F é Mg, onde M é a massa do bloco e g a aceleragáo 
gravitacional. A componente de F na direção do deslocamento é Mg cos 60º. O trabalho т 
realizado por F é: 


T = (Mg cos 60º) (s> — sj). 
57 é o comprimento da hipotenusa do triângulo retângulo ABC: 


s,8en30º=5 ou s,= 10. 


Como cos 60° = > M = 10e g = 10, resulta 


т = 500 J. и 
EXEMPLO 3. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo х agem duas forças: 


> 3 
Е =10 7 e B = —3 i . Calcule os trabalhos realizados por elas no deslocamento de x — 1 
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2 > 
ax = 5. Supondo que F} e Fz são as únicas forças agindo sobre a partícula, calcule o tra- 


2 
balho realizado, no deslocamento mencionado, pela resultante R. 


Solução 


As forças são paralelas ao deslocamento. 
Trabalho realizado por Ё}: 


тр =10(5- 1) = 401. 
Trabalho realizado por P>: 
me 319 ed) = JA. 


ә ә = вээ. E. > 
Trabalho realizado pela resultante R (К = A + F>, ou seja, R = 7 i): 
тэ7(5-1)-281 " 


EXEMPLO 4. Uma partícula de massa 5 kg é lançada verticalmente. Calcule o trabalho 
realizado pela força gravitacional quando a partícula se desloca da altura y = 1 may = 5 т. 


Solução 


23 
Pela lei de Newton, a força gravitacional F é dada рог 


onde M é a massa da partícula e g a aceleração da gravidade que suporemos constante 1: 
2 > I 
igual a 10 m/s”. Observe que É é paralela ao deslocamento. O trabalho + realizado por F 
é então 
т= -М8 (5 – 1) 
ou 
T= —200 J. . 
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Nosso objetivo a seguir é definir trabalho realizado por uma forca variável com a posi- 
ção. Suponhamos, então, que sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo x atua uma 
> 
força paralela ао deslocamento e variável com a posição x, F (x) = Р(х) i. 


Fo 


gu. 


Observe que f (x) é a componente de Flo, na diregáo do deslocamento. Vejamos, en- 
tão, como definir o trabalho realizado por F no deslocamento de x = a até x = b. Suponha- 
mos, por um momento, a < b e f(x) contínua em [a, b]. 

Seja P : a = xj €x, < x9 <... < x, = b uma partição de [a, b]. 


x; 27 
Ёс 


Supondo máx Ах, suficientemente pequeno e tendo em conta a continuidade de $, o tra- 
balho realizado de X¡-1 8té x; (i = 1,2, ..., п) deverá ser aproximadamente Р(х) Ax; por 
outro lado, é razoável esperar que a soma de Riemann 


n 
У S) Ах 
i=1 
deva ser um valor aproximado para o trabalho realizado por F no deslocamento de x = a 
até x = b e que esta aproximação seja tanto melhor quanto menor for máx Ax;. Nada mais 
natural, entáo, do que definir o trabalho + realizado por P (x) = f(x) ris no deslocamento 
de x = a até x = b, por 


- [> (9 dx. 


Na definição acima, a e b podem ser quaisquer e f (x) integrável no intervalo fechado de 
extremidades а e b. 


Observe que, se a < b ef (x) > 0 em [a, b], o trabalho realizado por F (х) =) d de 


X = a alé x = b, é numericamente igual à área do conjunto do plano limitado pelas retas 
х= а,х = b, y = бе pelo gráfico de y = f (x). 


EXEMPLO $. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo Ox atua uma forca paralela 


ao deslocamento e de componente f (x) = s Calcule o trabalho realizado pela força no 
x 


deslocamento de x = ! até x = 2. 


Solução 


хү 
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c " 4 
O trabalho realizado por F dex = l até x = 2 é 


21 121 
2 Рае у A Et . 
Е ! x d | Ji 2 


EXEMPLO 6. Considere uma mola com uma das extremidades fixa 


[U x 


e suponha que a origem, x = 0, coincida com a extremidade livre da mola, quando esta se 
encontra em seu estado normal (nào-distendida). Se a mola for distendida ou comprimida 
até que sua extremidade livre se desloque à posigáo x, a mola exercerá sobre o agente que a 
deforme uma força cujo valor, em boa aproximação, será 


Р(х) = —k і (lei de Hooke) 


onde k é uma constante denominada constante elástica da mola. Р : А 
Suponha, agora, que a mola seja distendida e presa na sua extremidade livre uma partí- 
cula. Supondo k = 5, calcule o trabalho realizado pela mola quando a partícula se desloca 


da posigáo 


а)х= 0,2 a x= 0. 
b)x= 0,2 a x = —0,2. 


Soluçao 
0 
0 512 
Фт-| -5&=|- E | = 017. 
02 2 12 
—0,2 
b)r= [ —5х dx = 0. Interprete. m 


EXEMPLO 7 (Relação entre trabalho e energia cinética). Uma partícula de massa m йе 
loca-se sobre o eixo x com função de posição x = x (t) onde x (1) é suposta derivável até a 2. 
ordem em (р, гу]. Suponha que a componente, na direção do deslocamento, da força re- 
sultante que atua sobre a partícula seja f (x), com f contínua em | Хо, Х11, onde XE (tp) e 
ху = x (tj). Verifique que o trabalho realizado pela resultante, de хо a хү, é igual à variação 
na energia cinética, isto é, 


y f(x)dx = 1 ы? = = туф 
хо 2 


onde vo e v, são, respectivamente, as velocidades nos instantes (р € гу. 
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Solução 


x=x(t) ;dx=x(Ddt ou dx= v(Mdt 
x=X0 st=t 
хэхр ith 


i Ч 
] roe |! remvoa. 
Зо to 
Pela Lei de Newton (força = massa X aceleração) 
Jf G (0) = ma (D 
onde a (1) é a aceleração no instante f. Assim 
" fo) de Ї ma (t) v (1) dt = m | v(t) a (©) di. 


Р 

0 

Fazendo na última integral a mudanga de variável v — v (f) 
v=v(t) ;dv-—v'(t) dt ou dv= а() dt 


t=to ; V = Үд 
t= n уул 


t 
F fe) de= m f vio aço di m |! y dv=L mw? - Lim. 
xo to D 2 2 


. E 1 2 2 DNA 
Observação. Se v é a velocidade no instante ё, Е ту? é, por definição, a energia cinética 


da partícula no instante t. 


Exercícios 11.8 


1. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo x atua uma força cuja componente na direção 
-do deslocamento é f (x). Calcule o trabalho realizado pela força quando a partícula se desloca 
dex = a até x = b, sendo dados 
a)f@)=3,a=0eb=2 bfa) = xa = —leb=3 


оғо) = = as 1teb=2 ФУ (х) =-3x,a=-leb=1 


> 


E Uma partícula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação da força resultante 
PG )= E TN Sabe-se que x (0) = 1 e v (0) = 0. 


a) Verifique que, para todo 2 0, 


onde x= x (1) ev = v (D). 
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b) Calcule o módulo da velocidade da partícula quando esta se encontrar na posição x = 0. 
с) Qual o máximo valor de x? Qual o mínimo valor de x? 
d) Em que posição | v | é mínimo? 
е) Como vocé acha que deve ser o movimento descrito pela partícula? 

3. Uma partícula de massa m = 1 desloca-se sobre o eixo x sob a agáo da força resultante 
5 > 
F (x) = ~x i . Sabe-se que no instante z = 0 a partícula encontra-se na posição x = 1 e que, 
neste instante, a velocidade é v = 2. 


a) Verifique que, para todo £ > 0, 


ondex=x()ev=v(t) 


b) Qual o máximo valor de x? Qual o mínimo valor de x? 
c) Em que posição | v | é máximo? 
4) Em que posição | v | é mínimo? 
4 Uma partícula de massa m = 5 desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação da força resultante 
F(x)=-2xi. Sabe-se que no instante г = 2 a posição é x = Ое a velocidade v = 4. 
a) Expresse o módulo de v em função de x. 
b) Qual o máximo valor de | v 1? 


с) Qual o máximo valor de | x 1? 
d) Em que posições a velocidade é zero? 


5. Uma partícula de massa m = 2 desloca-se sobre o eixo Ox sob a ação da força resultante 


> 12 
Е(х) = = i. Sabe-se que x (0) = 1 e v (0) = 0. Expresse v em função de x. 
x 


6. Uma partícula de massa m desloca-se sobre o eixo Ox com aceleração constante a, de sorte que 


a 
a força resultante sobre a partícula é, pela Lei de Newton, ma i . Sejam xo e vo a posição e a 
velocidade no instante + = 0. Mostre que, para todo г = 0, 


2a (x — xp) = » = vá 
onde x = x (t) e v = v (t). 
7. Um corpo de massa m é lançado verticalmente. Seja у = y (2) a altura no instante t (considere 
o eixo vertical Oy orientado do solo para cima). Suponha y (0) = 0 e v (0) = ур, Suponha, ainda, 
que a única forga agindo sobre o corpo seja a gravitacional —mg > onde g é a aceleração 


gravitacional suposta constante. 


a) Verifique que v= vê = 2gy 
b) Qual a altura máxima atingida pelo corpo? 


8. Uma partícula de massa т = 2 desloca-se sobre о eixo Ox sob a ação da força resultante 
“> 


ES 

1 

FG) = — i. Suponha x (0) = lev(0) = vo > 0. 
x 


a) Relacione v com x. 
b) Determine o menor valor de vo para que a partícula não retorne à posição inicial x = 1. 
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9. De acordo com a lei da gravitação de Newton, a Terra (massa М) atrai uma partícula de massa 
т com uma força de intensidade (G é a constante gravitacional) 


о-о М" 


E 


onde ré a distáncia da partícula ao centro da Terra. Suponha, agora, que a partícula seja langa- 
da da superfície da Terra com uma velocidade inicial vo > De que a única força atuando sobre 
ela seja a gravitacional. Mostre que o menor valor de Vo Para que a partícula náo retorne à Terra 


. 126. 
é 
\ 


Terra.) 


‚ onde M e R são, respectivamente, a massa e o raio da Terra. (Despreze a rotação da 


e 
10. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo Ox atua uma forga F de intensidade 3x e que 
- forma com o eixo Ох um ángulo constante de 30º. 


Calcule o trabalho realizado por F quando a partícula se desloca de x = 0a x = 3. 


E 
11. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo x atua uma forga F de intensidade constante 
e igual a 3 N e que forma com o eixo Ox um ángulo de x radianos. 


Calcule o trabalho realizado por E quando a partícula se desloca 
a) de x = 0 até x s= 
b)dex - Daté x= m. Interprete o resultado. 


12. Sobre uma partícula que se desloca sobre o eixo Ox atua uma força Р ‚ Sempre dirigida рага о ponto 
Р (veja figura), e cuja intensidade é igual ao inverso do quadrado da distância da partícula a P. 


Р 


- 
2 


2 


A 
1 
I 
1 
1 
| 
ын — 
x -2-1 0 


Calcule o trabalho realizado por F quando a partícula se desloca dex = —2ax = —1. 
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13, Uma mola AB de constante k está presa ao suporte A e a um corpo B de massa m. O compri- 
mento normal da mola é /. Desprezando o atrito entre o corpo В e a barra horizontal, mostre 
que a aceleragáo a do corpo B é dada por 


em todo instante r em que v 7 0. 


12 


TÉCNICAS DE PRIMITIVAÇÃO 


12.1. PRIMITIVAS IMEDIATAS 


Sejam a + Oe c constantes reais. Das fórmulas de derivação já vistas seguem as seguin- 
tes de primitivagáo: 


хөл 


+k (a + —1) 


a) [сах c ex b) fera 2 


1 
о |= aÍ = t о | =з 


1 
5 | Ф =ш(-д + <®% 9 [а= шояк 


8) | cos x dr =senx + к » | sen х dx = —cos x + k 
D | sec? x dx = tgx + k J) | sec xtg x de = secx +k 


DJ sec x dx —Inlsecx +tgxl+k m) | tg x dx = —Inlcosxi! + k 


dx = arc sen x + k 


1 1 
——— de = rtk o) 

9 |е arc tg x j TES 
EXEMPLO 1. Calcule. 
aÍ as DIES о | соха 
Solução 


3 
ә | = +k 
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p] &-x*& 


о | cosxdr = sen x + k. . 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, lembramos que o domínio da fungáo que ocorre 
no integrando de f f (x) dx deve ser sempre um intervalo; quando nada for mencionado a 
respeito do domínio de f, ficará implícito que se trata de um intervalo. 


EXEMPLO 2. Calcule. 


anixi’ » | сс») 
x 
o |а a < 0 à [2а 
X X 
Solução 
anixt= lnx sex>0 
ln (—х)вех < 0. 
Para x > 0,[1п{х!]' =[шх]' = E 
x 
Parax<0,[In1x1]' =[In(t=3]1'= y = X 
c x 


Portanto, para todo x + 0 


[InIxl]' = A 
x 


b) [iem ke 
с) [1@-ш(-у код) 


d) Aqui o domínio não foi explicitado: tanto pode ser um intervalo contido em ] 0, +% [ 
como em ] - >, 0 [. Em qualquer caso 


1 
[5 dx = ]nlx! +k в 
x 
EXEMPLO 3. Seja а = 0 uma constante. Calcule 


| x“ dx. 
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Solução 


х=+1 
tk 


Seas —1, [а= 


a+l 


Sea--1 | х= Јат 


Assim: 
a+1 
е суы k se a £ —1 
Е =¿a+l 
inlxi+ksea=-1 
EXEMPLO 4. Calcule. 
a) | x x de 5 [2315 
Xx 


oie o 


Solugáo 
3 3. 
а}: | а= 2 р 
21 
2 
ou seja: 


| хухас- 2486 


х3 +1 1 3 
5 f 2 ЕСЕТ 


1 
9 уй dx = arc tg x + k 


1 
9 | үсээ ёст исках 
J1- 


EXEMPLO 5. Calcule. 


af sec? x dx b) j tg? x dx 
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Solução 
a) | sec? хах = tgx+k 
» | 2 ae = | (sec? x - 1) dx = tg x ^x + k. = 
EXEMPLO 6. Verifique que 
| tg x dx = —Inlcosxl + k. 


Solução 


Pela observação que fizemos anteriormente, o domínio de f(x) = tg x deve ser um interva- 
107, pois, neste problema, tg x aparece como um integrando. Neste intervalo temos: cos x > 0 
para todo x em / ou cos x < O para todo x € / (por qué?). 


Secosx>0,[—Inlcosx1]' =[—Incosx]'= Ar 
cos x 
Secosx<0,[—inlcosxi]'=[-In(-cosx)]' = -1 -ig х. 
—cos х 
Em qualquer caso, 
| вх сн Cmicosxl+ k ГЫ 


EXEMPLO 7. Seja о + 0 uma constante. Verifique que 


o [ ea ео 9) | cosaxdr= L sen ax + k. 
2 


a 


Solução 


a) E e] =å [e], = 26 е a= e. Assim, 
x a x 


| e? dx = Loy 
@ 


E 
b) Р sen ax | = L sen’ ax : (ax)' = cos ох. 
a J a 


Assim, 


| cos axax 1 sen ax + k. = 
a 
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EXEMPLO В. Calcule. 

a) | a p | cos3xdx 
о | зеп5хах а | еа 
Solugáo 


2х 1 2х 
=" .K 
afe dx 52 k 
1 1 
b) Í cos З x dx = — sen Зх + k. 
3 
E 1 
| sen 5x dx = — — cos 5x + k. 
5 


d) Í ede + k. 


EXEMPLO 9. Calcule Í cos? x ах. 


Solução 

cos 2х = cos? x — sen? х = 2 cos? x — 1 

cos? x = 1 + 1 cos 2х. 
2 2 
Entáo: 
j cos? x dx = Í 3-р өнэх [de= Цэс Len +k 

12842 2 4 

ou seja, 


| esae $x + 1 sen 2x + k. 
2 4 


Exercícios 12.1 


1. Calcule e verifique sua resposta por derivagáo. 


o | зас b) | ха 
оја à | Nx dr 
o | Ú a »| ха 
o Ja » [5 a 


р) | (+0 dx 
r) f (e + =) dx 


x ++ 
ap кен 
x 


. Calcule. 


1 
o f e * dx 
E 
1 
e) == ду 
° fi? 


a Í sen x dx 
c) j cos 5x dx 


o | costras 

1-1 

——— соѕ 2х | 4 
911 5995 J x 

1 

і + — cos 3x dx 
ДЕ 5 X ) 
9|Ц + È cos ta) ar 

3 2 

1 1 
п (À sen 2x + 1 cos 3 dx 
13 2 9 


1 1 
р) jG cos 3x — = ѕеп 12) dx 


. Calcule, 


т 
c) P (sen 3x + cos 3x) dx 
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. Calcule e verifique sua resposta por derivação. 


p Í sen 2x dx 
of sen 41 dt 
р] Í cos 4/3 t dt 
» жен 2x) dx 
3 
p (E + 4 sem 3x) as 
x 
m) | (cos 3x + Е sen 8) ах 
2 


9 | sen 2x de 
COS x 


1 
4) ЇЇ e + sen з) dx 
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1 1 
a) Verifique que sen2 x= >- 5 cos 2x. 


b) Calcule | sen? x dx. 
Calcule. 

a) Í cos2 2x dx 

c) Í sen? 3x dx 

e) | cos? x dx 

2 | (sen x + cos xy dx 


D Í (5 + sen 3x)? dx 


. Calcule. 


dr 
a) PË cos2 x dx 


т 
c) Ë (sen x + cos x)2 dx 


2т 
. Calcule | 1 + cos x dx. 


. a) Verifique que 


[2] f cos? 5x dx 


2 x 
d) | cos” — dx 
! 2 


f И2СЭГ 
i 2 2 


h) Í (sen x — cos y? dx 


Л j (1 — cos 2x? dx 


Í sec x dx = ln (sec x + tg x) + k 


] 3 A 
comxE |-—, = |. 
2 2 


b) Mostre que 


Í sec х dx = In [sec x + tg x| tk. 


Calcule. 
a) | tgx dx 

o | te? x dx 

e) | tg 2x dx 

9 | за 

D | (5 + e”) dx 


D j a + sec x)? dx 


b) Ї sec? x dx 
a | sec x dx 
| sec 3х dx 


»] ар а 


p Í (x + sec? 3x) dx 


cosx + secx 
m [E ar 


Cos x 


11. a) Determine a e В de modo que 
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1 
sen 6x cos x = 2 (sen ax + sen Вх) 


1 
С sen a cos b= 5 {ѕеп (а + b) + sen (а — 2 


5) Calcule | sen бх cos х ах. 


12. Calcule, 
а) Í sen 5x cos x dx 


c) | Sen x cos 3x dx 


13. a) Determine « e 8 de modo que 


b) Í sen 3x cos 4x dx 


d) | sen 3x cos 3х dx 


1 
sen Зх sen 2x = — 5 (cos ax — cos Зх) 


(sesto: sen a sen b= i [cos (a — b) — cos (a + 2 


Ьу Calcule | sen 3x sen 2х dx. 


14, Calcule je 5x cos 2x dx. 


1 
(sugestão: cos a cos b = 2 [cos (a + b) + cos (a — 2 


15. Calcule. 
а) ] sen x sen 3x dx 
©) Í sen 3x cos 2x dx 
€) [| соз 7x cos 3x dx 


16. Calcule, 


E 
a) ID cos x sen 3x dx 
2 


17. Sejam m e n naturais. Calcule. 


т 
а) | sen mx sen nx dx 
iai 


b) | sen 2x sen 5х dx 


à [ cos 5x cos x dx 


т 
b) р. sen 3x sen 4x dx 


T 
b) Í cos mx sen nx dx 
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12.2. TÉCNICA PARA CÁLCULO DE INTEGRAL INDEFINIDA DA 
FORMA | f (g (x) g' G) dx 


Sejam fe g tais que Im g C D, com g derivável. Suponhamos que F seja uma primitiva 
de f, isto é, Е’ = f. Segue que Fg (x)) € uma primitiva de f (g (x)) g ' (x), de fato, 


(F (g Q0)! = F ' (g @)) в @) = f 87 О). 
Deste modo, de 
| fü) du = F (a) + k 
segue 


| fee» воа = F + 


[лао воа =? 
из (СО) |) du=g' (x) dx 


[сово а | уфа = Foo &k- Fg eo k 


Antes de passarmos aos exemplos, observamos que, tendo em vista 


Í аро) dx= a | f G) dx (a constante) 


resulta para œ + 0 


[roas f ara 


o que significa que, multiplicando o integrando por uma constante œ e, em seguida, dividin- 
do tudo por «, nada muda. 


EXEMPLO 1. Calcule Í x cos x? dx. 


Solução 
Fazendo 


и =<, du = 2x dx. 


Entào, 
2 1 2 1 
| xcosx dx = — | cos x° (2x dx) = — 
2 2 
Como 
1 1 
= Í cos и du = — senu + К. 
2 2 
resulta 
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Í xcosx dx = 5 sen x? + k. 


EXEMPLO 2. Calcule Ї e dx. 


Solução 


= 3x, du = Зах 


| cos u du. 


[еа | «2-1 жинд хэн 


1 
3 
ou seja, 


| = = аг 


EXEMPLO 3. Calcule Í (2x + 1) dx. 


Solução 
и = 2х +1, du= 2dx 
34-1 зод 1 3 
[о+ ёс- „| erro 24 = — | du. 
Como 
4 
3 | дас- Хн, 
2 8 
resulta 


+14 
Quent, 


j Ох+1Ўах= : 


k. 
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x 
EXEMPLO 4. Calcule Í ЖЕУ 
Solução 
u=1 + 2 du = 2x dx 
x 1 1 1(1 
dx = = 2 
lle amora 1 
Сото 
if lala, 
241 u 2 
resulta 


2 24 2 
Јута) . 


EXEMPLO 5. Calcule Í 
3x + 2 


Solugáo 


Fazendo u = 3x + 2, du = 3dx. Assim, 


1 
Í decl À -if du. 
Ay +2 34 3x+2 37 u 
Segue que 
1 1 | 
j =-In13x+21+k . 
3x +2 


EXEMPLO 6. Calcule Í TS 


x 


Solugáo 
Se fizermos u = 1 + x teremos du = 45 ах. Сото 4x? náo é constante, 


x 1 4x3 dx 
dx + mu 
! 14 4 4x2 ! 132 


Isto nos mostra que a mudança u = | + x^ não resolve o problema. Entretanto, se fizer- 
mos u — x^, teremos du — 2x dx; assim, 


x 1 1 1 1 
dx= 2x dx = 3 
[тта zl 1+ q ^ a pr 4 
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Como 


resulta 


Observação. Note que x dx “dentro da integral” já nos sugere u = х 


EXEMPLO 7. Calcule | xq + x? ах. 


Solução 


| xix ёс-21| үй + x? (2x dx) 
Fazendo u = 1 + x, du — 2x dx. Assim, 


1 


1 
ju 2 
ЕЕЕ d=} [a du= lot +k 
2 2 141 
2 


ои seja, 
jg de= S ey ek 


EXEMPLO 8. Calcule Í х3 I+ 2 ax. 


Solucáo 


2 1 
ЇЕ Ita? a= 


feito оха). 
Fazendo и = 1 + 22, teremos du = 2x dx ex = и — 1. Assim, 
1 
foja &=-| (и —1)-/н du. 
Сото 


3 1 
1 1 5 = 
Бий, нь == -и2 
2 Í (и — D Yu du 2 je u2) du 
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resulta 


|= Jer а= s a+ 25 - T a+ 29 +k. 
EXEMPLO 9. Calcule Í sen? x cos x dx. 
Solucáo 


| зеп? x cos x dx = j sen? x (cos x dx) 
A mudança и = sen x implica du = cos х dx. 


L +k 
4 


Í sen? x cos x dx = | w du = 
ou seja, 


j зеп? x cos x dx = sent x+k. 


EXEMPLO 10. Calcule | 22 ax 


cos” x 
Solução 
и = cos x, du = —sen x dx 
E 1 1 
|E as- [mk 
cos? x и” 2u 
ou seja, 
1 
[| Зх go ok 
cos? x 2 cos“ x 


EXEMPLO 11. Calcule | sen* x cos? x dx. 
Solugáo 
sent x cos? x = sent x cos? x cos x = sen x 1- sen? x) cos x. 


Fazendo u — sen x, du — cos x dx. Entáo, 


Í sen? x cos? x dx = Í sen* x (1 = sen? x) cos x dx 
= | М -a) du 


5 Wt 


-5--5-6 
5 7 
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Assim, 
5 en? 
| sen? x cos? x dx = A qa 
5 T 
EXEMPLO 12. Calcule. 
x? Í x2 
— b | ——— dx 
9 түй ) @ + х2) 
Solucáo 
х? 1 1 5 
de= — 3x2 dx 
9 |5 ies 
Fazendo u = 1 + xi du = эх? dx; assim, 
2 
| х = Tp du 
1+ х3 37 u 
ou seja, 
2 
[= da= ап +k 
1433 3 


ат 1 1 2 
2 3x2 de 
9 | = or Y 


Fazendo u = 1 + x, du = Эх? dx; assim, 


xi liqui 1 
d= du=-—+k 
Ics 3 J 2 457 3u 


ой seja, 


j С ec р 
(1 + x3 30 x3) 


EXEMPLO 13. Calcule. 


5 2 
b) | ——— — dx 
2ji-4 ВЕ 
Solução 


2 [I ae 
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EXEMPLO 14. Verifique que 


sec x = 


Técnicas de Primitivação 


| secxdy=Inlsecx+tgxl+k 


sec x tg x + sec? x 
Sec x + tg x 


и = sec x + tg x; du = (sec x tg x + sec2 x) dx. 


ser 
| secxar= [E85 ын Za fi атша 
sec x + tg x и 


| sec x dx = 1п1зесх+1рх1+ К. 
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Fazendo u -3, dic de ou bu 
2 2 
Assim, P 
Solução 
5 5 1 1 
— dx = 2 2 du= ҮВ 
lara a das Ë y ^ 
Como 
š i Р Assim, 
zJ т? de= y mctgu t k 
resulta 
ou seja, 
Е ах = 2 arc tg o + k 
ne QE TE 
Exercícios 12.2 
2 2 1 
= 2 ах, 
) ! 3+2х? 34,24 1. Calcule. 
Assim, a) [| (Зх — 2Y ах 
1 
ах 
2 E f 1 dx 2 Í 3x—2 
2 2 
3+2x 3 NIE o isenta 
4a 3 
g) fe ех dx 
Fazendo 
D j х cos x dx 
/2 2 3 
up du = Zas ou dx = 25 du. 9 | cos xsenx ax 
2; 
š л dx 
Assim, ) Í x+3 
х 
dx 
| 2 -243 MN Ph a 
3 + 2x? 3/24 1442 х 
r) |— dx 
1686: (+ 4x2) 
= = 
» in D [е y1+e* dx 
2 243 42 
dx = arc t +k 
] 3+21? Ne? » Í dx 
cos” x 
ou seja, 2. Calcule (veja a Segáo 11.7). 
2 v6 13 1 2 
t +K. =x 
= n E , af e 4 


» | 3-2 а 
1 

af (3x = 2)2 А 
p fre? dx 

» f sen 5x dx 

D | esee 

т) | sen? x cos x dx 
e) j по 3 a 


f 3x 
1 5-6 


Аал 
5) fal + 3x2 ах 


1 
u) | E = dx 


х) fx Er dx. 


т 
b) P sen? x cos x dx 
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с) 
0 2x +1 


1 X 
б] —z« 
9 т х2 


-1 
of з Qx + 3)100 ас 
3? 1 


+ dr 
2 (x-1y 


i) 


х 
01+ х4 


3. Calcule. 


D 


a) Í sen? x cos x dx 


o j cos? x sen? x dx 


о | senzx y1 + cos? х dx 
9 | зад хас 

i) Í 1g? x sec? x dx 

D | exse xax 

n) | senx 3 + cos x dx 
p | sen x sec x dx 

r) Í tg? x cos x dx 


4. Calcule. 


x+1 


5. Suponha a, B, m e n constantes, com а + B. Mostre que existem constantes A e B tais que 


mx + n 


2 x 
af 1 + 3x2 


1 x? 2, 
DE 
9 pex? 


Ут 4 
h) Ї x sen 3x^ dx 


T7 
= Sen х 
ME dx 
x 0 25 


ШЕ 
т) IK cos? 2x dx 


b) j sen? x cos? x dx 

д) [| senx 4COS x dx 

p Í sen 2x 4/5 + sen? x dx 
h) j cos? x dx 

P f tg x sec? x dx 

m) Í tg? x sect x dx 

o) | sen x sec? x dx 


4) | sen? x cos? x dx 
2 


Met 
MES 
o (e — 


¿ Ta 


х-1 


nja 


A B 


G-9G-B х-а 2-8 


10. 
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Utilizando o Exercício 5, calcule. 


rana » Га 
oa ЛЕ 

9 da ‚| ss 
ДЕ 9 [ae 


а? +x а 
Calcule. 
1 2 
dx 5 Í dx 
а а ) 4 + x2 
3! 1 dx à f 3 
dmn 
2 + 5х2 5+х? 
х E2 de 
as [лє 
a ^ 
х-1 vun 
е ы 
ol Mia 
1 1 
|с Б-де E = 
520252 PJ 
2 
d|a NES 
DEE idc erm 
1 2 
n —— —— dx о | а 
ea Are 


Sejam æ + 0 e B constantes. Verifique que 


1 1 Їх-а 
dx = in! + Е, 
olaa 2a |x +a 
+ 
p Í 3 = асв В р 
а + (x + B) а а 
Calcule. 
3 E s 
a) | —— d D [== 
Ята ga É 
x 
с dx IE 2x dx 
са d 1 
1 1 
af dx Ї-тт 
хах 5 x (In x? 


353 


354 Um Curso de Cálculo — Vol. 1 


o [аха dec 
af тё 2] => š 
Чг? edi 
nJ ra Кк 
"| + o 
Mod s= E 
т ojt 

» | $ cosan ar 5 Í + 


12.3. INTEGRAÇÃO POR PARTES 
Suponhamos f e g definidas e deriváveis num mesmo intervalo 7. Temos: 
VOO = О) в (х) 570987 0) 
ou 
760870) -170080017-17008 00. 


Supondo, então, que f’ (x) g (x) admita primitiva em Ге observando que f (x) g (x) é uma 
primitiva de | f (x) g (x) ] ', então f (x) g ' (x) também admitirá primitiva em 7 e 


| 
O | ros waww | sca 


que é a regra de integração por partes. 
Fazendo u = f (x) e v = g (x) teremos du =f' (x) dx e dv = g ' (х) dx, o que nos permite 
escrever a regra (1) na seguinte forma usual: 


Fui bd 


Suponha, agora, que se tenha que calcular f a (x) B (x) dx. Se você perceber que, multi- 
plicando a derivada de uma das funções do integrando por uma primitiva da outra, chega- 
se a uma função que possui primitiva imediata, então aplique a regra de integração por partes. 
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EXEMPLO 1. Calcule Í x cos x dx. 


Solução 


A derivada de x é 1; sen x é uma primitiva de cos x. Como 1 : sen x tem primitiva imedi- 
ata, a regra de integração por partes resolve o problema. 


| x cos x dx = f (x) g (x) — [rosa 


11 
18! = хзепх— | 1-senxdx, 
Assim: 
is | sen x dx 
ou seja, 


| e a аж = 


EXEMPLO 2. Calcule Í arc tg x dr. 
Solução 
f arc tg x dx = ] arc tgx: ldx. 


O truque aqui é acabar com arc tg x; vamos então derivar arc tg x e achar uma primitiva 
de 1. 


arc tg x ldx = uv — | v du 
—— m 


M y 
1 
= (arc tg x): x IE Tso 
Assim 
arc tg x dx = x arc tg x — х 

Í Es х 8 Is 

ou seja, 
1 
| исхак =хагс1вх— MUA a 


EXEMPLO 3. Calcule Í 22 sen x dx. 
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Solugáo 
| senxa = Р) в (0 — j^ (х) g (х) dx 
TR 
fs! = 32 (—cos x) — | 2x(=cos а 
Assim, 
O [+ senxdx = =? cosx + | 2xcos хх. 


Calculemos, novamente, por partes Í 2x cos x dx. 


| 2хсов хх = 2x sen x — [2 sen x ax 


1f 11 11 
fa’ fs fg 

ou seja, 

© | 2х cos xde = 2x sen x + 2 cos x + k. 


Substituindo @ em (2), vem 


| senxar= o cosx + 2x senx + 2 cosx + k. в 


EXEMPLO 4. Calcule | Z" cos x dx. 
Solugáo 

Fazendo f (x) = e e g ' (x) = cos x, obtemos 

[ros dx = IEEE: 

cujo cálculo apresenta as mesmas dificuldades que f e” cos x dx. Se fizermos f (x) = cos x 
eg ' (a) = e, o problema é o mesmo. Aparentemente, não vale a pena aplicar a regra de 
integracáo por partes. 

Mas veja: 
@ | Єсовхах = езх | esen xax 


TT 
fe 


Por outro lado, 


| зепхах = e'(—-cos x) — JE cosx dx 
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ou 
Ө) | зепхах = —е*совх+ | cos x da. 
Substituindo (5) em @ 
[cos x ax = 6 sen x + e” cos x = [cos xax 
e, portanto, 
2 | Єсовхас = e sen x + е cos x 
ou seja, 


БЭ ГЫ 


O truque foi ter percebido que, aplicando novamente a regra de integragáo por partes a 
Í e” sen х dx, volta-se a | e cos x dx. 


Muito bem! 


EXEMPLO 5. Calcule | cos? x dx. 


Solução 
feos X COS x dx = cos x sen x — jos» sen x dx 
= sen x cos x + | sen ха. 
Assim, 
| cos? xx = sen x cos x + Í (1— cos? x) dx 
ou 
2 | ов хас = x+ sen x cos x 
e, portanto, 


feos? x dx = 10+ Sen x cos х) + К. 


1 
Сото ѕеп х соѕх = 5 sen 2x, resulta 


Сы: . 
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EXEMPLO 6. Calcule | sec? x dx. 


Solugáo 
| sec? z ax = | sec x sec? x dx 
1 1 
f 87 
= sec xtgx— [sec x tg x t8 x de 
Assim, 


Ге xar set feet rak 
а 
Como tg“ х = sec” x — 1, resulta 


| sec? хах = sec x tg x - [sec x (sec? x — Ddx 


ou 
| sec хс = sec xtg x= f seo? x de + | sec xax 
e, portanto, 
2 | secó хк = sec xig x + | sec r ax 
е como 
| secxdx= In! secx got 
resulta 


БСГ a 


Vejamos, agora, como fica a regra de integração por partes na integral definida (integral 
de Riemann). Sejam, então, fe g duas funções com derivadas contínuas em [ a, b ]; vamos 
provar que 


b b b 
[feo seo [говор овоза 


De fato, de 


fe W=] f О) в emia Б] 
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segue 
b b b 
[овоа [sora [rre во) а 
ou seja, 


b NM 1270 
| fen воа [ло вор [10 во) de 
: a 


EXEMPLO 7. Calcule f " xn x dx. 


Solução 
t Ч 
еза ло) коң - Тод 0 4 
2 Por х2 
WT = pres la 
g f 2 i ¡ES 9 
2 t 
=E mi-i fx da 
2 24 
Assim, 
t 
d 1 1| x 
nxd==21nt1- | 
Í шинж | 2 | 
ou seja, 
1 
| хиад үйнг- T 


1 
EXEMPLO 8. Calcule р are sen х dx. 


Solução 
1 d.d 
— 5 х 
2 arc sen x - 1 dx = [x arc sen x] -P — ax. 
j 0 o dl-x2 
1 T 
f 8 
1 3 3 fã 
= 1/51 үү "3 
2 Bd [4 de = -iut A 
J; A? 2А du De 2 
Assim, 
1 T 
B 1 E] E 
2 = -1=— + -1 
Ї arc sen х dx 2 arc sen 2 se 2 12 2 
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ou seja, 


Exercícios 12.3 


1. 


ak 


4:28 
2 


1 
IE arc sen x dx = E 
0 12 


Calcule. 
a Judd b) | хав хас 
o [222 o [хаха 
e) [аха л | uz a 
8) | seca: h) | хаваа 
D f (In x)? dx p (еа 
D | “совхас m) [бы 
п) Í x3 e dx o) Гоа 
р) Ге соха ф [25а ха 
a) Verifique que 
fse” x ax = sec” 7? x tg x+ — | «сл ха 
n-i п- 
onde n > 1 é um natural. 
b) Calcule | sec? x dx. 
. Verifique que, para todo natural n + 0, tem-se 
a) Í зеп” a de o gat! X cos x + — Í sen" 72 x dx 
b) j cos” z de= 1 08771 x sen x + = | cos" 7? x dx 
. Utilizando o item (a) do Exercício 3, calcule. 
a) | sen? x dx b) Í sen? x dx. 


. Calcule je sen t dt, s > Ü constante. 


. Verifique que para todo natural п = 1 e todo real s > 0 


_ 1 _ п иар да 
[rotas mesma ] m [| y Vest dt, 
5 5 
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7. Calcule. 
1 2 
а) f xe* dx b | In x dx 
0 1 
ES х 
of? e* cos x dx a Í 12 6791 dt (s +0) 
0 0 


8. Sejam m e n dois naturais diferentes de zero. Verifique que 


1 m fl = 
dh = am de= | xn tl gro] ёс 
1 n! т! 
CAM" dx = 
oh: qi (m + n + D! 


9. Verifique que, para todo natural п = 2, 


ib 


Eus ши 
р sen" x dx = IE sen" 72 x dx 
0 0 


n 


10. Verifique que, para todo natural n > 1, tem-se 


1 2n fl 
1— х2)? qx = E 1— 1271 
a Í, х) welt х) ёс 
1 22º (т)? 
1-329 dye > 
p hi ә Qn + D! 


11. Suponha que g tenha derivada contínua em [ 0, +% [ e que g (0) = 0. Verifique que 
x m 2 Ж = 
| «ос ае во) е" + s | «ов a. 
12. Suponhaf** contínua em [ a, b ]. Verifique que 
b 
гага + | -DF oa 


13. Suponhaf'** contínua em [ a, b |, Conclua do Exercício 12 que 


” b МИР, 
f) = f(a) +/' (a) (b — a) + m b-a] ez f" dr. 
a 


12.4. MUDANCA DE VARIÁVEL 


Seja f definida num intervalo 1. Suponhamos que x = « (z) seja inversível, com inversa 
и = 0 (x), x € I, sendo фе Ө deriváveis. 


@ Їл евро G) du = FG) +kueD,) 


entáo, 


[reo а - F(0Q)) + К. 
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De fato, de (1) 
F' (u) = f (p (W) pu) 
então, 


(Е (0 (х)))' =F'(0(0) 0' (х) 
= f(e (0 (х))) e' (0 @)) 0 ' (0 
= (х) 


pois, ф (0 (х) = хе ф' (0 @)) 0 ' (х) = (Ф (0()))' = 1. 


| гудас? 
x-e() ; Фе (u) du 
[годах = [foe е' co du 


observando que, após calcular a integral indefinida do 2.° membro, deve-se voltar à va- 
riável x através da inversa de q. 


EXEMPLO 1. Calcule Í x? d dx. 


Solução 
| х+1ах=? 
Ф(и) 
eu 
xti-cucx-u-lidx-du(g'(u) = D 
1 
[2 тае uy du a= | а 2u+ Dua du 
E 3 i 2 2 3 
5 3 1 2 5 u2 
= 2 — 242 2 E лири MS 
je 2u2 + 42) du 7 AA 
2 2 2 
=2 (+107 48а tada? +k 
ou seja, 


e ala -4 farns 42 заў +k. и 


Observação. A mudança x + 1 = u?, и > 0, também é interessante; уеја que esta mudanga 
elimina a raiz do integrando. Faga os cálculos adotando esta mudanga. 
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EXEMPLO 2. Calcule j 41-52 ёс 


Solugáo 


[4-3 а=? 


Como 1 — sen? u = сози, a mudanga x — sen u elimina a raiz do integrando. 


x= senu( -Z <и< T de= cosuda 


Então, 
| 1-3 4-1 1 — sen? и cos u du 
= | ¿feos? и cos u du 
2 " тп л 
Acos^u = lcos иі = cos u, pois, u € |---,--|. 
2772 
Assim, 
2 1 
= | соѕ u du = 5-1 eos ei du = 
1 
E en Dindi sem COSER 
m 2 
Dex = sen u, Pug UE PROBE oro ane Se re Eos uos - ; logo 


j^ x? dec t ucsmatzs fia ЖЕСІ), 


Antes de passarmos ao próximo exemplo, faremos a seguinte observação: supondo f 
integrável em [a,b] e F' = fem [ a, b ], pelo 1.º Teorema Fundamental do Cálculo 


a | гсовс- rin ра) 


Observamos que (A) continua válida se supusermos f integrável em [ a, b ], F contínua 
em[a,b]eF' = fem ] a, b [ (verifique). . 


1 
EXEMPLO 3. Calcule j a? ах. 


Solução 


Pelo exemplo anterior, F (x) = > arc sen x + E x A — x? éuma primitivade 4/1 х? 
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em[ 0, 1 [. Como F é contínuaem[0, 1]ef() = 41— x? integrável neste intervalo, se- 
gue da observação acima que 


1 1 

Í 41-32 a=]: arc sen x + ! X41 х | = 
О 2 2 

Observação. 5 arcsenx + 5 x= 12 é uma primitiva de 4/1 — х2 em]-1, 1 [ (veri- 
fique). Cuidado, arc sen x e 41— x? não são deriváveis em 1 e —1. 


d 
No próximo exemplo, vamos calcular novamente Í A — x? dx utilizando a fórmula 
о 


de mudança de variável na integral definida. u 


18ЙЙ тэвэрч 
EXEMPLO 4. Calcule Í 417 x? dx. 
Solução 
Lo 
1 11-32 4х=? 


e 


Observe que x = g (и) = sen и tem derivada contínua em | 0, Л | g(0)=sen0=0e 


8 (3) = sen Z = 1. Pelo teorema de mudança de variável na integral de Riemann 


т т 
1 m d — ta 
Í 4-2 dx= |? Vi — sen? и cosu du = |? \[соз? u cos u du 
0 iu 0 
1оро, 


T 

1 л, 
| ү1— x? dx= |2 [cos u| - cos и du. 

0 0 


т " 
Como и e[ 0, — ], cos u = 0; daí | cos u | = cos и. 


Assim, 


1 — = 1 1 
2-дүй. -12 2 2-1213242 
Í 41— x? dx Í cos? u du [ ( > + 5 208 м) du 
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ou seja, 
1 E £ 
[ics а-| q u+ q sen 2a |2 =E, " 
0 2 4 0 4 


Observe que náo houve necessidade de se retornar 8 variável х! 


Observação importante. Na mudança da variável na integral definida 


b d 
[оа = [ri o 80 du 


a mudança x = g (u), u € [ c, d | não precisa ser inversível, o que precisa é g ' ser contínua, 
£(c) = aeg(d)- b. 

A ocorréncia de raiz no integrando é algo muito desagradável; se perceber uma mudanca 
de variável que a elimine, não vacile. 


EXEMPLO 5. Indique, em cada caso. qual a mudança de variável que elimina a raiz do 
integrando. 


а) pis? dx b) fiar dx 


о Ју 4a? dx à [Bta ax 

Di IEEE) dx D [Nie dx 
9 р-а һ) [V +ах—3 ах 
D [2 +2х+2 ёс D р-а 
Solução 


a) fits? de=? 
Como 1 + tg? Ө = sec? д,а mudança x = tg 0 elimina a raiz do integrando. 
» i-e а=? 
4t- 4х2 = 4-7 Q9. 
A mudança 2x = sen t ou x = 5 sen t elimina a raiz do integrando. 


o f/s-ar de=" 


ANES 


2x 45 M n : E 
— = sentoux= — sen t elimina a raiz do integrando. 
45 2 
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dx = 2 а 


e) [0% dc? 


2 x 2X 
cos x = cos“ — — sen” —. 
2 2 


Entáo, 
|А [cos x dr = | 1- cos? + + sen? ES dx 


= | 2 sen? a= 2 J fir? E ax 


e, portanto, nenhuma mudança de variável é necessária. 


aja dx=? 
x— Í — sen u ou x = 1 + senu 


resolve o problema. 


9 Jr? de=? 
Primeiro vamos expressar o radicando como uma soma de quadrados: 
25-0 = S- 20) = A 2x+ D + 1 
Ou seja, 
2-2 = 1-G- D 


Assim, 


[Кр ЕТЕ 


А mudança x — 1 = sen и resolve o problema. 


h fra EE 
2 "E = 2 
=x + 4-3 = (0 – dx +3) = (х — 4х + 4)+ 1 
Ou seja, 


+4 3=1-G- 2 
A mudança de variável x — 2 = sen u resolve o problema. 
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9 2 +?х+2 a= [eee ат 
x+l=tgu 


resolve o problema. 


resolve o problema. 


EXEMPLO 6. Calcule Í 18:42 dx. 


Solução 
x = tg u; dx = sec? u du (= Ig 
М2 a = ег u sec? u du = j | sec u | sec? u du. 
| sec u | = sec u, pois, sec u > 0 (-3«««2) 
assim, 


14 x? dx= [secó и du. 
IE | 


Pelo Exemplo 6 da seção anterior, 
| sec? u du = i [sec u tg и + Inlsecu + tg ui] +k. 


Voltemos à variável x: 


x= gu; l +22 = sec? u 


como sec u > 0, sec u = ү1+х? 


Entáo, 


| хэ а= 8064 + шон ҮЭ e 
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1 
EXEMPLO 7. Calcule j I+ x2 dx. 


Soluçao 
1 
fito &=? 
0 

x=tgu ; dx = sec? u du 

х-0 ;u = 0 (tg 0 = 0) 

zi ө-2(421| 

E 4 4 


1 х 
[Ar de= [5 ҮП + tg? и sec? u du = 
iu 
d. 
4 


т 
up sec? u du — LIT + In(secu gu] 


Е 
2 o 


assim, 


1 
[A+ dx =? + In (42 +1)]. 
EXEMPLO 8. Calcule a área do círculo de raio r. 


Solução 


Temos 
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x=rsenu ;dx=rcosu du 


x=0 ¡u=0 


т 
x=r mu 
2 


т 
EF 
[45-2 dx-r [2 V17 sen? u r cos u du = 


т 
=p (сод иа= т f? 
0 0 


(+ cos 2u) du 
221652 


ou seja, 


Portanto, 


Exercícios 2.4 — 


1. Calcule. 

a) р-а ах 

1 
[Буе 
o) = e 

x? 
"I Tum dx 

1 
етее л | 9-(х-18 а 
D |(9-442 а m [lx ххэ ах 
n) 2 жэх +з ах xp 


2. Calcule a área do conjunto de todos os (x, y) tais que а? + y x]. 
2 2 
x 
3. Calcule a área do conjunto de todos os (x, y) tais que у + = <1.(a>0eb>0.) 
a 


а) Je «+00 b) [2 Tas 


1 2 
: dx —— + 
ojog rs 
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I) | rare sen x dr 


n) | мен ух & 


х-1 
^j] 
mz a 
: 1 
2 |= 
т) ааа 
ә f жеше 


5. Sejam т е n constantes náo nulas dadas. Verifique que 


mu + n 
l+u? 


6. Com uma conveniente mudança de variável, transforme a integral dada numa do tipo 


лишыл 
I+u 


xtl 
a | > dx 
4+ x 
+10 
o | as 
x +2x+2 


9| E 2x+1 
x? +4х+5 


du- TW + Ó) + nar tg u + k 


du (me n constantes) e calcule. 


» 2—L 2xr—1 

9+ 4x2 
ax 
txtl 


эа 


7. Calcule a área do conjunto de todos (х, у) tais que x + 2у? =Зеуж ГА 


8. Calcule a área do conjunto de todos (х, y) tais que x > ү1+ у? e2x + у&2. 


9. Indique uma mudança de variável que elimine a raiz do integrando. 
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Teorema. Sejam a, B, т e n reais dados, com о + fj. Então existem constantes А 
e B tais que 


12.5. INTEGRAIS INDEFINIDAS DO TIPO k x 


Para calcular Í РО) 


(х—@)(х—8) 


P (x) 
—-a)x- 


dx, vamos precisar do seguinte teorema. 


) mx + n EE: 2 5 
(х-а)(х-8) x-a x-B 
mtn A B 
b > + ў 
ау? х-а (x — ay? 
Demonstração 
а А + B _ (А+ Вх - АВ ав 


(x— a) (x — В) 


xa х- в 
Basta entáo mostrar que existem A е В tais que 
A+B=m 
Р +aB=-n 
Este sistema admite solução única dada por 


a-emta go Bmtn 
а ~ В а- В 


хт+п mma matn _ m(x— a) та + n 


G-a} Q-a (x—a)2 (к-а (x-ay 


Tomando-se, então, A = me B = та + n 


mxtn _ А + B š 


(х9) х-а (х-@)? 


Observe que em cada fragáo que ocorre no teorema acima o grau do numerador @ estri- 
tamente menor que o grau do denominador. 
Vejamos, agora, como calcular 


| O dx, сота = B, 
(хта) (х — 8) 
onde P (x) é um polinômio. Se o grau de P for estritamente menor que o grau do denomina- 
dor (grau de P < 2) pelo item (a) do teorema 
P (x) =й. В 
(х- а) (х- В) x-a х-В 


e, assim, 
Р(х) 


— > dx =Alnix—al+Blnlx— flc k. 
(x — a) (x — В) 
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Se o grau de P for maior ou igual ao do denominador, precisamos antes “extrair os inteiros”, 


Р(х) К (х) 


= + 
Gana а) 


onde Q (x) е R (x) são, respectivamente, o quociente e o resto da divisão de P (x) por (x — a) (x — В). 
Observe que o grau de Ё é estritamente menor que o grau do denominador. 


Não se esqueça: você só pode aplicar os resultados do teorema anterior quando o grau do 
numerador for estritamente menor que o do denominador. Se o grau do numerador for maj- 
or ou igual ao do denominador, primeiro “extraia os inteiros”. 


xt3 
EXEMPLO 1. Calcule | X)-3x42 
Solução 
х®—3х+2=(х—1)(х—2). 


O grau do numerador é menor que o do denominador. Pelo item (a) do teorema, existem 
constantes А e B tais que 


Já sabemos que A e В existem; o problema é calculá-los. Para todo x, devemos ter 
х+3= А (х- 2) + В(х – 1). 
Fazendo x = 1 
4= А (1 – 2) од = -4. 
Fazendo x = 2 
5 = В (2 – 1) ош В = 5. 


Assim, 


| ышы a| = [ =й | 3 de = 4 mix 11+5Imix—21+k 
X—2 


х2-3х-2 x-1 
ой seja, 
| ama intx 1145 in lx 214 ko . 
x —3x+2 
2 
EXEMPLO 2. Calcule | ШЕ ил 
x? -3x42 
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Solução 


O grau do numerador é igual ao do denominador. Primeiro precisamos extrair os inteiros. 


x+0x+2 


x)-3x2 
-x2 635-2 E рығасиа 
3x 
assim, | 
x2+2 1 3x 


=1+ ? 
12-3x+2 х?—3х+2 


2 
RSS 8 аа a=x+ | a 
х2-3х-2 x*—-3x+2 x2-3x+2 
Vamos, agora, determinar A e B tais que 


x2-3x+2 x-1 x-2 


3x AB 


3х =А(х—2)+В(х— 1). 


Fazendo x = 1, obtemos А = —3. Fazendo x = 2, obtemos В = 6. Assim, 


[ Es а=] E a+ f 5 dx--3mix- 1i 61-21. 
x? —3x 2 x-1 x-2 


Portanto, 


2 
| 3232 dx-x-3hix-ll-6inix-21 4k a 


х?—3х+2 


Р(х) 


Para calcular | z dx, é mais interessante fazer a mudança de variável u = x — 


[14 
a do que utilizar o item (b) do teorema. 


3 
EXEMPLO 3. Calcule | к 
(xD 
Solução 
u=x-lesx=u+l;dr= du 


3 2 a. 
| Lap eMe a 
(x— 192 “ 


3 2 
- | жазм du = [ [ei ex t 
u 
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Assim, 


x32 u2 3 
— dx = + 3u + ЕЕ. 
| En? 2 Зи + 3 In lul » +k 


ou 


yq - 1? 
> а= 20 зрази 


(x— 1)2 2 х-1 
EXEMPLO 4, Calcule | dx. 
cos x 
Solução 
j 1 а= | 2 55а-| Cos x 
cos x cos? x 1 — sen? x 
и = sen x; du = cos x dx. 
Entáo 
1 1 
de= | — d 
J 1-42 ` 
De 
10111 1 
1—45 2|1-u 1+и 
resulta 
| l qu=I[-mll-ul 
Пету шил! п1—и!+1п11+ ul] 
e, portanto, 
1 
| da=} m 1+ sen x +k. 
cos x 2 l- sen x 


Por outro lado 


ltsenx _ (l+ sen xy 


= (sec x + tg x)?. 
1— sen х cos? x ( Ex) 


1 
Í ах = In lsec x + tg xl + k. 
Cos x 
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Ou seja, 
[seeds inl secte +k. " 
Exercícios 12.5 
Calcule. 
i x 
Lf 2 Í 
x? -4 x? —5х +6 
х 2x+1 
3 Í dx 41 
х2-4 х2-1 
5х2 +1 x+3 
5. | == 6 Í 5 
x-1 (х-1) 
2 +3х+ 2+1 
7 | = 3x I sf £ 2 
dE TES (5-2) 
3 2: 
- +x+1 
9 j T de 10. | E 
at x?-x 
34 З+х+ 
н. [| 5 шон 2/5 маш, 
x2-21+1 xÀ-4x 43 
1 x+1 
в. f а Í 
x15 х2 +9 
2 
x* +3 1 
is f 16. f de 
2 9 х2-х-2 


12.6. PRIMITIVAS DE FUNÇÕES RACIONAIS COM 
DENOMINADORES DO TIPO (x — а) (x — В) (x — y) 


A demonstragáo do próximo teorema é deixada para o final da segáo. 


Teorema. Sejam a, B, y, m, n, p reais dados com a, B, y distintos entre si. Então 
existem constantes A, B, C tais que 


z 
2) mx” + nx + p "mE. E B С | 
(х-е)(х-8)(х-у) х-а x-B x-y 


тх? + nx + p A 3 € 


D mG хон ХОВ Go 


Observe que, em cada fragáo que ocorre no teorema acima, o grau do numerador é estri- 
tamente menor que o do denominador. 


4+2x+ 
EXEMPLO 1. Calcule | тод dx. 
ХО X“ — ¿X 
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Solugáo 


O grau do numerador é maior que o do denominador. Primeiro devemos “extrair os inteiros” 


x4 0x? + 0х2 +2х +1 


+ 13423? 
3 5 xti 
x° +2х* +2х +1 
=x? + x? +2х 
assim, 3x? +4x+1 
44 
x" T2xt] 2 
3 3 эх до +4х +1 
x"—x^-2x х%—х2—2х 
“Temos 


х= x Pu 


2 

ài —х—2у=х(х + 1)(х— 2). 
3x2+4x41 _ A B C 
xG40G6-2 x x4l x-2 


2 
3x + 4х + 1= A (+ DA 2) + Вх(х — 2) + Сх(х + 1). 


Fazendo x = 0,x = —lex = 2, obtemos А = -$B-0eC- 21: хайя, 
6 " 


3 2x41 | 2. c 
X X E 
a anf x+1- + 

x — х — 2x x x-2 


dx= 


Inix — 21+ А. 


х2 1 21 
=D +r- = = 
2 х y nix rm 1х 21+k 
Ou seja, 
x* +2х +1 х? 1 
21 
=> + 
| 322-4 Tum ээл 
2x+1 
dx. 


EXEMPLO 2. Calcule | es RA 
Solução 
1 é raiz dex? — x? — x + 1. Então, 


x3-32-x41 
S32 


377 


Técnicas de Primitivação 


2-2 - r +1=G@G- DE- D=G- D? G+ D. 


B C 


2x+1 _ А T . 
(х—1)? 


х3-32-341 х+1 х-1 


x+1=A(- D + Bx* ) G — 1) + C G + D. 


Fazendo x = 1,3 = 2C ou C = 


Fazendo x = -1, -1 = 4A ou A= Bm 


bodas ec 
2 


Fazendo x = 0,1 = “a 4 
Assim, 
2x+1 1 1 Ї 1 3 1 
dx=— dx + dx + dx 
[еж кул rm «de A eoe 


ou seja, 
+1 1 1 3 
Í em а= im 1x+11+ In lx 1 +k o. 
x3- x2— x+1 4 4 2(х—1) 
Antes de provar o teorema enunciado no início da segáo, vamos mostrar que se m, n, pe 
e são reais dados, então existem reais m, n, e py tais que 


m + nx + p = m) (x — o? + n, (z — a) + py. 


De fato, fazendo x = (x — а) +а vem 


m +пх+р=т{(к- д +ар +п[(х-@ф+ар+р 
= m (x — а) + (am + n) (x — а) + ma” + na + p 
= ту (x а) + пуү(х— а) + ру 


onde m, = т, пу = 2am + nep; = moy + па + p. 
А seguir, faremos а demonstragáo do teorema mencionado асіта. 


a) Pelo que vimos na seção anterior, existem constantes Ay e By tais que 
1 2 1 NS! 
(х- а) (х- В) (ху) (к-а) (х- В) y 
== A e Bo - — 
х-а x Bj] xy 


Ё A " B | 
(х= а)(х- ү) «-8ox-» 
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Segue que existem constantes A, Вэ, As, Вз tais que 2. a) Determine A, В, С, D tais que 


4 di B Mb, 45 В x-3 A B с р 
= + + + 
(х-о)(х-у) (х-8)(х-у) x-a x-y x-B x-y (-125(х428 x-i (х-12 x+2 (x+ 22 
Assim, 
p Cakeule | — 2 
1 sede д ЭВ, A! (х= )2 (x +2)? 
(хт а)(х- В)(х- у) х-а х-В х-у 
3. Calcule. 
onde A, = Az, B4 = Az e C4 = B> + Вз. Temos, agora, j 
x+1 
Б) | ———— dx 
mx? + nx + p _ т (х= а)2 Ал (х-а) р af ES leere 
(х— а)(х— B) (x — у) (х— а)(х— B) (x у) х-1 3 
pa ——— À— — ax 
а] x? (х+1)? 4 ә] (2-1) (1? - 4) 


m (x — а) т р 


= + E 
x-Bx-y (х-8)(х-—у) (х—о)(х— By 


Segue que existem constantes A, В, С (por qué?) tais que 


12.7. PRIMITIVAS DE FUNÇÕES RACIONAIS CUJOS 
DENOMINADORES APRESENTAM FATORES IRREDUTÍVEIS 


тх? пкр А В С ро 2.° GRAU 
(x-oa)(x-B)x-» х-а х-В x-y 
Р 
b) 1 E 1 241 Vamos mostrar, através de exemplos, como calcular Í = dx quando 
G-DG-P (х-а)(х-Ё) х-8 A = b) — 4ac < 0. ~ 
[apa] A x car Z. "me 
xa x-B|x-B (x-ox-B G- BP EXEMPLO 1. Calcule | ЗУУЧ 
Assim, existem constantes A», B», C» tais que Solução 
: = 4%, E. Primci d inador como soma de quadrados: 
(x d a) (x ha: py х-а х- В (х i nz meiro vamos escrever о denomi! q M 
2 B 2 
Deixamos a seu cargo terminar a demonstracáo deste item. х\+2х+2 = 02 42x40) +1 = (+1) +1. 
Exercícios 12.6 Assim, 
1. Calcule. j 2х +1 p j 2x+1 
x 2+2x+2 J 16 
» 2x ds » Í xcti he x x (х +1) 
Eb 1 Ep a +з) Façamos, agora, a mudança de variável 
X cb 
A E DE ышы, 
9| х3-х ретт u= x+ 1, du = dx. 
х +3 х+5 
rt rare балны Então, 
x? +1 
dx h эс; -1 
nic JA c j 2x+1 a= [24 D+ а=] de ig > du = 
4 3 +1 х2+2х+2 1+и2 ltu 1+и 
fis cM su £ 
=> "Eum -х2-2х = In (1 + iZ) — arc tgu + k 
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ou seja, 
2x+1 ко 2 i 
| 2 eee + 2x + 2) — are tg (x F 1) + К. E 
2 
EXEMPLO 2. Calcule Í кми ш 
x* t Ax +13 


Solugáo 


Como o grau do numerador é igual ao do denominador, primeiro vamos extrair os inteiros, 3 


x? +20+3 |2 +4x+13 
1 


—x? — 4x - 13 
—2x- 0 
assim, 
2 
[= +2x+3 de= | 1- 21+10 dx 
х? + 4x +13 x? +4х +13 
ou 
x2+2x+3 2х +10 
[з &-i- fu 
X^ + 4x +13 x^ Tr Àx +13 


De x? + Ax + 13 = 2 + Ах + 4 + 9 = (x + 2)? + 32, segue 


Í 2х +10 a= | 2x +10 
x? Ax +13 (x + 29 + 32 


Fazendo x + 2 = 3u, dx = 3du, 


Í 10 а= [ A | utl 
хе + Ax +13 9u^ +9 


ой seja, 


Í 2x +10 


2, 
HP а= n) E 2arctgutk 
х2 +4х +13 ALLAU E a arctg u 


Assim, 


2 2 
x* T2x -3 x“ + Ax + 13 x+ 
—— dx = x -n >> —-Qarctg —— |+ k. " 
(re de 9 HOMES Tg ) 


Técnicas de Primitivação 381 


Vejamos, agora, como calcular integrais indefinidas do tipo 
Р(х) 
(x — a) (ax? + bx + c) 


onde P é um polinômio À = b? — 4ac < 0. 
Para tal, vamos precisar do 


Teorema. Sejam m, n. p, a, b, c e a números reais dados tais que A = b! — 4ac < 0. 
Entáo existem constantes A, B, D tais que 


mx? + nx + p 21A , 527 


(х a) (ax? +brtc) x-a ах? cbxtc 


Demonstragáo 


A , Вх+р _ (aA + B) x? + (bA - aB + D) x + (cA — aD). 
(x — a) (ax; + bx + c) 


х-а ax2+ bxr+c 


Basta, então, mostrar que existem A, B, D tais que 


[aa + B =m 
(pA TaB рат 
(cA — aD =p. 


O determinante do sistema é 


a 1 0 
b -a 1 |=аб?+Ье+с=0, pois, 
c 0 ~a 


ax? + bx + c não admite raiz real. O sistema acima admite, então, uma única solução. m 


5+х+1 
EXEMPLO 3. Calcule | ax. 


Solucáo 


O grau do numerador é maior que o do denominador, vamos entáo extrair os inteiros: 


x35+0x94+0x3+0x2+x+1 х3-8 
2 


—x5 + 8x2 x 
8x2 + x+1 
А +а+1 CA 
3 3.— 
x^-8 x 8 
Assim, 
5 3 2 
ЇЕ жй. ж +] 8x Tacas 
х5 – 8 3 2-8 
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Pelo teorema existem A, B, C tais que 


Вх +С 


8x2 +x+1_ А 
x2+2x+4 


3-8 x-2 


SZ + x + 1 = А (х^ + 2х + 4) + (Bx + С) (к 2). 


35 
Fazendo х = 2, 35 = 12АоцА = 127 
16 
Fazendo x = 0,1 = 44 — 2CouC = —. 
61 
Fazendo x = 1,10 = ТА - B — СВ 
Assim, 
6i. , 16 
2 шүд 20. 
po АЛА | 1 a+ Í 12 3 
0—8 124 х-2 x2+2x+4 
БЭЭ uico ПУ ober ed. 
2 12) x? +25+4 


Precisamos, agora, calcular 


| 61x + 64 
х2 +2х+4 
Temos 
| 61x + 64 5 61x + 64 61(4-D*6t, 
x2+2x+4 (x +1)? +3 и? +3 
261 In (42 3) are tg b 
2 ASE 
61 3 x+1 
=> In (х2 + 2x + 4) + — arc tg ==- 
2 BAE 
Conclusão 
5 
IE tx+l x= 
3-8 
ЕДА 35 


12 


+ in aria) D aeg 


x= 


48 
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Exercícios 12.7 


Calcule. 
4x2 + 17х +13 +2 
A X 7 X РЕ 2. | x 5 
(x — 1) (x? + 6x + 10) х3 +2х2 + 5х 
4х +1 4х +1 
a у х dx af ER 5 
x“ + бх +12 suas” 
3x? 5x4 2х2 +4 
j| 2— 81 Ч ах 
хэжх.х-3 x —8 
+ 4х2 бх +1 +2x2 —-8x+4 
‚| эзе! zo же x die зе e u 59 dx 
+ хе pak 3 -8 


12.8. INTEGRAIS DE PRODUTOS DE SENO E CO-SENO 


Nesta seção serão utilizadas as fórmulas a seguir, cuja verificação deixamos a seu cargo. 


sen a cos b = nc t Б) + sentía — b)] 


cosacosb — ока + b) + cos(a — b)] 


senasenb = gesta — b) – cos(a + b)] 


EXEMPLO 1. Calcule IE 3x cos 2xdx. 


Solução 


Pela primeira fórmula acima (a = 3x e b = 2x), 


sen 3x cos 2x = sen +2x) + sen(3x — 2x)]= (sen 5х + sen x). 


Daí 


[sen 3x cos 2xdx [em 5х + sen x)dx = rs 5x EL xtk. 


10 


EXEMPLO 2. Calcule feos? xdx. 
Solução 


Ж ера A 
cos” x = cos x cos x. Pela segunda fórmula acima (a = x e b = x), 


cos? x = cos(x + x) + cos(x — x)] => (cos 2х + cos 0) =} eos 2x 4. 
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Daí, 1° CASO: л = т 
1 1 л л л 
| дэв cos 2x + |ис-үнаэх лан, Е Í cos nx cos nd = — | os 2 + lae 2 [9288 =7. 
2 2 4 2 E 24-л 2 2n Eg 
EXEMPLO 3. Calcule IE 3x sen 5x dx. 2º CASO: n £ т 
Solugáo т 
л l|sen(n-cm)x , sen(n — m)x 
dx= + =0. 
sen 3x sen 5x => eos — 5x) — cos(3x + 5x)] =Z leos- 2x)— cos 8x]. fo ор 2 | п+т п-т 25 
Como cos(—2x) = cos 2x, pois o co-seno é função par, resulta Conclusão: 
л нь 
fsen Зх sen 5x as=> ficos 2x — cos aa Í = 0125 Sr + К. LI | ,cosnr cos mxdx -0 УЛЫГ " 
EXEMPLO 4. Calcule IE xdx. Exercícios 12.8 
Solugáo 1. Calcule. 
De a) [o 7x cos 2xdx b) [sen 3x sen 5xdx 
c) [eos 2x cos xdx 4) je x sen 2xdx 
E = 2 PATÊ 1 cos2x 
SEA Seno = [costa x) — cos(x + х)] 72 2 DI [sen nx cos mxdx, sendo m e п naturais não-nulos. 
segue ^ [sen x sen 2x sen 3xdx 8) [cos X соз 2x cos 3xdx 
sen? x= senx  senxcos2x  senx _ sen3x+sen(-x) А 2. Calcule f sennx cos mxdx, sendo m е n naturais não-nulos. 
2 2 2 4 ын 
3. Calcule Ї sennx sen mxdx, sendo т e n naturais não-nulos. 
Como o seno é função ímpar, sen(—x) = —sen x, e, portanto, c 
1, 3senx sen3x 
sen? x= aa 
12.9. INTEGRAIS DE POTÉNCIAS DE SENO E 
Logo Co-sENO. FÓRMULAS DE RECORRÊNCIA 
IE xdx= Acoso Eos 3x +k. п Inicialmente, vamos recordar as fórmulas 
4 
7 1 2. 
cn Ы 1 _ cos 2x 2 cos 2x 


5 KE i nA ecos“ х= + 
EXEMPLO 5. Calcule cosnx cos mxdx, sendo m e n naturais não-nulos. 2 
-g 


2 


Solugáo Se n for ímpar, faça и = cos x e sen? x 21— cos? x 


А =? 1 2 
IE adt Se n for par, faga sen? x — E — 2 


COS nx COS MX = eostn + m)x + cos(n — m)x]. 
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п =9 Че 
[с хартал Sen for par, faça cos? x = — + 0920 


Se n for ímpar, faga u = sen x e cos? х= 1 — sen? x 


EXEMPLO 1. Calcule feos" хах. 
Solugáo 


јо xdx = feos? х соз хах. 
4 
u 


Fazendo u = sen x e, portanto, du = cos xdx, resulta 


3 


feos xdx = fu —sen? х)соѕ хіх = fa —u? Jau =u— ЕЭ +k. 


Logo, 


sen? x 
I хіх =sen k 


EXEMPLO 2. Calcule IE 3x dx. 


Solução 
fsen? 3x dx= | хаг 3x sen 3xdx. 
A mudanga de variável u — cos 3x implica du — —3 sen 3xdx. Temos, entáo, 
IE 3x de= {(1-и2)ан= e Үсээ а 005 3х үү 
3 3 3 3 9 


EXEMPLO 3. Calcule | sent хах. 


2 


EV. 
IE xdx= | (sen? 2 da= ПЕВ сз | dx= ife —2 cos 2x + cos? 2x)dx. 


De cos? n=5+ шэн 


, resulta 


_1f3x_ 


sen 4x 


dx 


[sen хах = i jG -2сов2х + 208 1) 


4\2 


sen 2х 


“E 


8 


рь 
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Portanto, 


IE pct sen2x 3 sen 4x 
8 4 32 


*k. п 


Рага o cálculo das integrais IE xdxe feos" хах, com n = 5, recomendamos utilizar 


as fórmulas de recorréncia que seráo estabelecidas no próximo exemplo. 


EXEMPLO 4. Seja п um número natural, com n > 2. Mostre que 


1 n-i 
a) IE хіх =- — sen" 1 x cos x + IE xdx. 
n n 
3 n Y ossi n-l n-2 
b) | cos” хах = — cos" ! x sen x+ cos"? хах. 
n n 


Solugáo 


a) Vamos integrar por partes. 


IE xdx = Еи xsen хх = — sent х cos x — je -1)веа”72 x cos х(-сов хуйх 
———— 
daí f Е 
[sen хах = —sen"^! xcosx+(n—1) | sent? x(1— sen? x) dx 
ou seja, 
IE хах = —sen'tl x cos x + (n — 1) fse хах-(и-1) [se xdx. 
Passando para o primeiro membro o último termo e somando, obtemos 


n | хал хах = —sen"^! xcosx+(n—1) [ov xdx 


e, portanto, 


n-1 


1 = 
| sen хах = — —sen"-l x cos x + 
n п 


[ove xdx. 
b) Deixamos a cargo do leitor. п 


EXEMPLO 5. Calcule cos? хах. 
Solução 
Pela fórmula de recorrência, temos 


je? xdx= + cos? хеп x + 4 feos? xdx, 
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[о хіх= 5 cos? x sen x + 2 E xdx. 


Como feos xdx = sen x, resulta 


| сод хах = L cost xsen x+ L cos? x sena + Š sen x+ k и 
5 15 15 


Vejamos, agora, como calcular integrais de produtos de poténcias de seno e co-seno. Sejam | 


m е n números naturais. 


IE X cos" xdx =? 


Se n for ímpar, faga u = cos x. 

Se m for ímpar, faga и = sen x. 

Se m e n forem pares não-nulos, faça sen? x = 1 — cos? x 

ou cos“ x = 1 — sen“ x e utilize as fórmulas de recorrência acima. 


Ж 1 cos2x 1 cos2x 
Ou então, faça sen? х= ЛБ ecos? x=—+ . 


2 2 2 


EXEMPLO 6. Calcule [sen Зх cos? 3 хах. 
Solucáo 
Inicialmente, vamos fazer a mudança de variável z = 3x e, portanto, dx = ын 


Segue que 
E 3x cos? 3 xdx = i [sen z cos? zdz. 


Vamos, entáo, ao cálculo de IE z cos? zdz. Como ambos os expoentes são ímpares, po- 
demos escolher a mudança de variável и = cos z ou y = sen z. Vamos escolher a segunda. 


| ва z Cos? z cos zdz 
di 
23 


Escolhendo u = sen z, du = cos zdz. Lembrando que cos? 1-1- sen? z, vem 


| sen? ¿cos? ade = bién -u2)du= ий иб sente _ зепб z 
4 6 4 6 
Portanto, 
4 6 
[sen 3x cos? 3 хах = [=з = xl. k. и 
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EXEMPLO 7. Calcule IE x cos? xdx. 
Solução 
1.º PROCESSO 


1 cos2x|1 соз =] 
sena 2 E CENE dx 
fsen x cos“ хах 15 2 IE 2 


daí 


1 ft cos4x 
IE x cos? xdx = ile cos? 2x)dx = 4 6 — dx 


e, portanto, 
[s x cos? xdx = — 


2.º PROCESSO 


1 
Lembrando que sen 2x = 2 sen x cos x e, portanto, sen x cos x = 5 sen 2х, temos 


1 2 _1ff1_ cosAr) AG ene eae 
| ва? xcos? ade= [sen зай = (+ 5 ja Fi 5 


32 PROCESSO 
2 


Fazendo sen? x = 1 — cos“ x, vem 
[sen? xcos? хах = feos? хах — [о хах. 


Pela fórmula de recorréncia, 


en2x | x 
Dos A 


2 4 2 


cos? E 2x | 3x 
1 3 ., COS” x sen x sen I 
юм хах o cos? хасах + Гоо? xdx = "E 4 ТЄ + š 


Subtraindo membro a membro as duas últimas igualdades, resulta 


веп 2х cos? xsenx + 


16 4 8 


+k. . 


IE x cos? x dx = 


EXEMPLO 8. Calcule feos? 7x sen хах. 
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Solução 
Aqui a melhor alternativa é proceder como na seção anterior. Temos 


feos? Tx sen xdx = 5 fa + cos 14 x)sen хах = > IE xdx + 5 [sen xcos l4xdx. 


Desen x cos 14x = [sen 15x + sen(-13x)] = i 
cosx | cosl5x s cosl3x 
2 60 52 


(sen 15x — sen 13x), segue 


+k. 


feos? 7х sen xdx = — 


Exercícios 12.9 


1. Calcule. 


a) feos? Sxdx b) [sen x cos? xdx 


c) fos x sen? xdr d) на 2x cos? 2xdx 


e) IE x cos? хах H je? 2x sen? 2xdx 


8) | sen? 2x cos? 3xdx h) Í cos x cos? 4xdx 


2. Seja Дх) uma função contínua. 
a) Mostre que a mudança de variável u = sen x transforma a integral 


IE x)cos xdx em 22 


b) Mostre que a mudança de variável и = cos x transforma 
[ricos x)sen xdx em -[ fuddu. 
3. Utilizando o Exercício 2, calcule. 


a) feos x 3/sen x dx b) ES x (1 + sen x Jax 


3 
sen x 5607 x 
с) Í 5 dx 4) pj dx 
cos? x cos x 
cos? x cos x 
ә [Ea a ar 
sen” x І+ sen“ х 


12.10. INTEGRAIS DE POTÉNCIAS DE TANGENTE E SECANTE. 
FÓRMULAS DE RECORRÉNCIA 


Inicialmente vamos relembrar as seguintes fórmulas: 
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L. [sec xax in есца x|k 

2 fig хах = —In|cos xj+k 

3. [ес хаха x+k 

4 Галас сс! х -Déx-igx-x-k 
tente 

s ftg" хзес?хёх=#——*-+(п #—1) 


вес +1 
6. [see" xsecxtg xdx— 
ntl 


+k(n*-1) 
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Para o cálculo de integrais de poténcias de tangente e de secante, com expoente natural 


n, n 2° 2, utilizam-se as seguintes fórmulas de recorrência: 


tgl x 
1. je хах = ЯВ fe? xdx (Exemplo 3) 
n— 
n—2 = 
2. IE хах = e + Mee xdx (Exemplo 7) 
n- n— 


EXEMPLO 1. Calcule Їе хах. 


Solugáo 
1.º PROCESSO 


Је хах = fu x(sec? x—1)dx= Је x sec? лах - |е хах 


portanto, 
2 
je xdx = m * + In|cos x|+ k. 


22 PROCESSO 


2 
sen” x sen x 
fe xdx= f — dx. 
COS” x 


Fazendo u = cos x e, portanto, du = —sen xdx, vem 


1-12 3 1 
fue? х&=- | 2 =- ffu 3-21) а= 1а k. 
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Portanto, 


sec? x 


Їе хіх = 


2 2 
Sec“ x .. 152 x 
difere de -É 


+Inicos x|+ k. 


(Observe que por uma constante!) 


EXEMPLO 2. Calcule | tg хах. 


Solucáo 
fee! xdx = je x(sec? x - dx = je xsec? хах fig? xdx. 


Segue do formulário acima 


3 
feet six 5 gs 0 +. . 


No próximo exemplo, estabeleceremos a fórmula de recorrëncia para o cálculo de inte- 
grais de poténcias de tangente. 


EXEMPLO 3. Sendo n um número natural, n > 2, mostre que 


tg lx 


IE: хах = - [ет хах. 


n-1 
Solugáo 
je xdx = [e x(sec? x - Ddx— je xsec? xdx — Jem? xdx. 


Portanto, 


tg lx 
-1 


fe xdx = - fur хах. и 


EXEMPLO 4. Calcule | te? хах. 


Solucáo 


Pela fórmula de recorréncia, 


tat 4 2 
Jus xa = EX - fie? a E ШЕ” fg ade. 
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Portanto, 
teéx 


2 
[е хіх = = Ex — 10соѕ x| + k. а 


EXEMPLO 5. Calcule I xtg? xdx. 


Solução 


1.º PROCESSO 
Vamos utilizar a fórmula 6 do formulário dado no início da seção. Temos 


[secs xtg? хіх = [sect x(sec? x — I)sec x tg хах. 
Daí, 
[se x tg? хах = IE xsecxtg xdx — IE xsec x tg xdx 
e, portanto, pela fórmula mencionada, resulta 


sec? x sec? x 


7 3 


[= xtg? хіх = +k. 


2.º PROCESSO (Expressando o integrando em termos de sen x e cos x.) 


2 
x 
sen xdx. 


sen 
[secs xtg? хіх = | 5 
cos x 


Fazendo и = cos х e, portanto, du = —sen xdx, resulta 


[е se х=] du - ju dut Ju 5 auo + 
Tu 


e, portanto, 


sec? x _ se x 
7 5 


+ ko = 


[se xg? хах = 


EXEMPLO 6. Calcule [see x tg? хах. 
Solução 


[sec mg? x dx= [sec x (sec? х—1)ах= IES хас [sec xdx. 
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Para o cálculo de Í sec? хах, vamos utilizar integracáo por partes. Temos 


IE хах = [see xsec? хах = sec xig x— IES X tg x tg хах. 

———— 
8 

Segue que 


IE хах —secxtgx— [sec x(sec? x — l)dx = sec x tg x— [ес хах + [sec хах. 
Temos, entáo, 
2 sec? хах = sec x tg x + [sec xdx 
e, portanto, 


ES e жетшу 2 шин 


Conclusáo: 


fcu? ade EXER In|sec x + tg al 


Tk. Li 


No próximo exemplo será estabelecida a fórmula de recorréncia para o cálculo de inte- 
grais de poténcias de secantes. 


EXEMPLO 7. Sendo n um número natural, n > 2, mostre que 


n-2 = 
ѕес xtgx рл 2 
п 1 n-1 


2 xdx= [x xdx. 


Solucáo 


° Vamos proceder exatamente como no cálculo da integral de sec? x efetuado no Exemplo 
. Temos 


IE хіх = [2 x sec? хах = sect? x tg x — je — 2)sec" 3 x sec x tg x tg xdx 
—— —— 
g 


daí 


IL хах = sec"? x tg x (n— 2) fseer7? x(sec? x — 1)dx 
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e, portanto, 


IE хах = sec"? xig x — (п Df sec" хах + (n— 2) sect? xdx. 


Segue que 
2 2) sec” xdx = sec" ? x g x+ (n — 2| sec"? хах. 
Logo, 
[sec ad = — onde ЫС: IE xdx. . 
n-1 n-1 


Para finalizar a seção, sugerimos a seguir como proceder no cálculo de produto de po- 
téncias de tangente e secante. 


fs x 1g" хах= ? 


Se m for ímpar, proceda como no Exemplo 5. 

Se m for par, expresse o integrando em poténcias de sec x, 
como no Exemplo 6, e utilize a fórmula de recorréncia 
para o cálculo de integrais de poténcias de sec x. 


Exercícios 12.10 


]. Calcule. 


a) je x sec? xdx 5 [е х sect хах 


с) fe 2x sec 2xdx d) fee? 3xdx 
5 
tg” x 
e) IE sec x dx 2 |= dx 
sec” x 
&) [sec xdx h) IE 3x tg 3xdx 
i) је хах P [ә хах 


2. Verifique que 


a) IE хах = In[sen xj + k b) I хах = —In|cosec x + cot g x| 


€) feosec? xdx = —cotg x + k 4) IE xdx = —cotg x — x + k 


со”! x 
е) | соӊ” xcosec? xdx = — кь +k,n*—1 
n 
n+1 
cosec 
D Гост соѕес x cotg хіх = Жтт) +kn&-—l 
n 


n-2 
cotgx | n-2 2 
A | хомс 2 xdx,n>2 


"xdx 2— 
8) | cosee EE n-1 
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"T 
h) Jena =- cotg 1 = -[сов"? xdx,n > 2 
п 
3. Calcule. 
1 cos? х 
a) | 3 dx c) Í n dx 
sen? x sen? x 
2 
cos 
» ¡Za 
sen? x 


12.11. A MUDANCA DE VARIÁVEL И = t3 


4 X. 4 A 
A mudança de variável u = tg — é recomendável sempre que o integrando for da forma 
Q (sen x, cos x), onde O (u, v) é um quociente entre dois polinômios nas variáveis u e v. Se o 


a ax 
integrando for da forma Q (sen ax, cos ax), а constante, sugere-se a mudança и = tg —. 
Antes de passarmos aos exemplos, vamos relembrar duas identidades trigonométricas 


importantes. 
D sen — i 
sen x —2sen — cos — = 2 2 cos? 
2 x 2 
cos — 
2 
Assim, 


Por outro lado, 


1—25 
свх =1=2 sen? E = cos? Z Í sec? 5 2:22 = 2 
2 2 2 21 Ag 
2 
ou seja, 
x 
1-12 = 
cos x = 2. 
iu 
Observe que 
285 peur 
sen ax — ax ecos ax = ах 
peg Drug 
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EXEMPLO 1. Calcule [ dx. 
cos x 
Solução 
x 
1+ tg? > 
(кее р бш. 
cos x Lois E 
8 2 
х 1 х 
u=tg>;du=— peg! а 
g 2 ;( £ 
Assim, 
1 1+и2 24и 2 
dx = f $ -| du. 
| s 1-4 1+u 1-12 
Como 
Dio м КЇ 1 
1-12 1-и 1+и 
resulta 
| l дог 11405011 81320225 
COS X зон 
Assim, 
1 lttg- 
| dx — ln 2166 
Cos x ck 
1— tg 2 
Por outro lado, 
x x x x хү 
1+1tg cos — + sen (eos: + sen ) е 
2 = 2 2 = > 22. S uL ысы. 
1- tg cos — sen cos? = sen? cos x 
2 2 2: 2 
Portanto, 


Í 1 dx = in| sec x t tg x| + k. 
COS x 


1 


EXEMPLO 2. Calcule | — — ——— 
1 — cos x + sen x 
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Solução 


1 
| 1 — cos x + sen x 


1 


1 — cos x + sen x 


Como 


resulta 


his... 


ой seja, 


1 
[ 1 = cos x + sen x 


Como 
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x x 
sen — соз — 
2 2 


resulta 


Е x E 
cos — t sen — 
2 2 


x X X 
cos? — + sen — cos — 
2 2 


sen x 


1 1 
5 y 6083 T. sen 


sen x 


1 + cos x + sen x 


+k. 


1 — cos x + sen x 


] + cos x + sen x 


399 | 


Exercícios 12.11 


Calcule, 
Ë j нээ dx 
4 — sen“ x 


j sen 2x 
Ë 1 + cos x 


1 
cc за 
«3 cos x — sen x 


dx 


+ cos x 


2 + 3 cos x 


2+sen х 


13 


MAIS ALGUMAS APLICAÇÕES 
DA INTEGRAL. 
COORDENADAS POLARES 


13.1. VOLUME DE SÓLIDO OBTIDO PELA ROTAÇÃO, EM 
TORNO DO EIXO x, DE UM CONJUNTO А 
Seja f contínua em (4, b], com f(x) > 0 em [a, b]; seja Bo conjunto obtido pela rotagáo, 


em torno do eixo x, do conjunto A do plano limitado pelas retas x = a e x = b, pelo eixo x 
e pelo gráfico de y = f(x). Estamos interessados em definir o volume V de B. 
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Seja Ра = xo < x < xa < X X; _ 1 X x;, <... < x, = b uma partição de [a, b] e, respecti- 
vamente, Ge c; pontos de mínimo e de máximo de f em fx; _ 4, x;]. Na figura acima, 
G= X - 16 сі = x, Temos: 


a é y Ах; = volume do cilindro de altura Ax; e base de raio f( cj) (cilindro de “dentro”) 


ши & эр Ах, = volume do cilindro de altura Ax; e base de raio f( c) (cilindro de “fora”). 


Uma boa definição para o volume de V deverá implicar 


n 


У, 217602 Ax; < volume < V л (АС) Ах 
i=1 pet 


para toda partiçáo P de [a, b]. Para máx Ax; — 0, as somas de Riemann que comparecem 


b 
nas desigualdades tendem a Í al ТОР dx; nada mais natural, entáo, do que definir o vo- 
a 


lume V de B por 


b 
v=z [treo ах 


ou 


b 
V= zÍ y? dx, onde y = f(x) 
a 


EXEMPLO 1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, do con- 
2 
junto de todos os pares (x, y) tais que X” + y х г, y> 0 (r > 0). 


Solução 


“+ y = r, y > 0, é um semicírculo de raio r. Pela rotação deste semicírculo em torno 
do eixo x, obtemos uma esfera de raio r. Temos: 


хул уз0 © у= 2-1 —rsxsr. 


Segue que o volume pedido é 
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EXEMPLO 2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, do con- 


junto de todos os pares (x, y) tais que d <y=<x,1=< x=2. 
x 


Solução 


O que queremos é o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, do conjunto 
hachurado. O volume Y pedido é igual a VW — VI onde V, e V, são, respectivamente, os 
volumes obtidos pela rotação, em torno do eixo x, dos conjuntos A, e A, hachurados. 


Deste modo, o volume V pedido é: V= = ПЕ 


2 7578 
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O próximo exemplo é um caso particular do teorema de Papus (Papus de Alexandria, IV 
século d.C.) para volume de sólido obtido pela rotagáo, em torno de um eixo, de uma figura 
plana que não intercepta o eixo. Tal teorema nos diz que, sob determinadas condições, o volu- 
me do sólido obtido pela rotação, em tomo de um eixo, de uma figura plana que não intercepta 
tal eixo é igual ao produto da área da figura pelo comprimento da circunferéncia gerada, 
na rotacáo, pelo baricentro (ou centro de massa) da figura. (Veja Exercício 3, Segáo 13.9.) 


EXEMPLO 3. Considere um retángulo situado no semiplano y = 0 e com um lado paralelo 
ao eixo x. Seja Р a interseção das diagonais. Mostre que o volume do sólido obtido pela 
rotação em torno do eixo x é igual ao produto da área do retângulo pelo comprimento da 
circunferência gerada, na rotação, pelo ponto P. 


Solução 


Consideremos o retângulo 


O volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, deste retângulo é 


b b 
v=z Í dax -n| ‹2ах 
a a 


ou seja, 
үет — сф – а) 
е, portanto, 
Y-2n <= (d-cXb-a) 
dtc, : Š ИЙИ A 
onde 27 é o comprimento da circunferência gerada pelo ponto P e (d — c)(b — a)é 


a área do retângulo. (Observe que o resultado expresso neste exemplo continua válido se as 
expressões “semiplano y 2 0” e “em torno do eixo x” forem substituídas, respectivamente, 
por “semiplano x > 0” e “em torno do eixo y”.) = 


Antes de prosseguirmos, vamos destacar o 2.° Teorema Fundamental do Cálculo (ou sim- 
plesmente Teorema Fundamental do Cálculo) cuja prova é deixada para o Vol. 2. Scja g 
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uma função contínua em um intervalo Ге a um ponto de T, a fixo. Assim, para cada x em 1, 
x 

| g(x)dx existe. Podemos então considerar a função que a cada x em Í associa o número 
a 


x X 
Í g(x)dx. Pois bem, o 2.º Teorema Fundamental do Cálculo nos diz que Ї 8(х)йх é uma 
a a 


primitiva de g(x) em I. Vejamos como podemos nos convencer desse fato. Conforme vere- 
mos no Vol. 2, sendo g contínua em /, existirá G tal que, para todo x em 1, G'(x) = g(x). Pelo 


1.° Teorema Fundamental do Cálculo. Fe x)dx = G(x) — G(a), daí, e lembrando que G(a) 
a 


é constante, resulta, para todo x em 7, 


а (х 24. 2 = 
PIS 460) Gla)l= «GO 


€, portanto, 


£ Гада = s. 


Agora, podemos prosseguir. 
Seja f(x) = 0 e contínua em [a, b]; para cada x em (a, b], 


Von [OP ёс 


é o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo х, do conjunto hachurado. 


Sendo f contínua em [a, b], т RO também será contínua neste intervalo. Daí, pelo 2.º 
Teorema Fundamental do Cálculo, 


48.4 [mira O. 
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Assim, dV = т vor dx, ou seja т ОР B nada mais é do que a diferencial do volume 
у(х). Observe que a diferencial dV = TROY dx é o volume do cilindro gerado, na rotação 
em torno do eixo х, pelo retângulo de base dx e altura f(x); dV é um valor aproximado para 
a variação AV em V correspondente à à variação dx em x. Então, o volume do sólido de revo- 
lução, em torno do eixo x, do conjunto ((x, yla < x = b, 0 y = Дх) } é obtido calculando- 
se a integral da diferencial do volume para x variando de a até b. 


Exercícios 13.1 


1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo x, do conjunto de todos os 
pares (x, y) tais que 


a)l=x=3e0=y= x. 


су1&х=4е0=у=/х. 
42x + y! «1eyz 0. 
бфу®0,1<х=2ех^—у > E 
Йй 0=х=1е./х <y<3. 
Өх «ух 
Юф0ку«хех + y «2. 


2 


дузх х Фу, 


pisésry<4eyzo. 


тух? + (у— 2) <1 
2. (Teorema de Papus para a elipse.) Considere o conjunto А de todos оз pontos (x, y) tais 


que 


«-a? gp? 
Qi AO 


<l (a>0eb>0) 
a 


e situado no semiplano y > 0. Mostre que o volume do sólido obtido pela rotagáo, em torno 
do eixo x, do conjunto A é igual ao produto da área da elipse pelo comprimento da circunfe- 
тёпсіа gerada, na rotação, pelo centro (о, 8) desta elipse. 
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3. Considere um triángulo isósceles situado no semiplano y 2» Ü e com base paralela ao eixo 13 


Mostre que o volume do sólido obtido pela rotação deste triângulo, em torno do eixo x, é igual 


ao produto da área deste triângulo pelo comprimento da circunferência gerada, na rotação, pelo 4 


baricentro do triângulo. 


13.2. VOLUME DE SÓLIDO OBTIDO PELA ROTAÇÃO, EM 
TORNO DO EIXO y, DE UM CONJUNTO A 


Suponha Дх) > 0 e contínua em [a, b], com a > 0. Seja A o conjunto do plano de todos 
os pares (x, y) tais que a < x < be 0 x y < f(x). Seja B o conjunto obtido pela rotação, em 
torno do eixo y, do conjunto A. Nosso objetivo, a seguir, é mostrar que é razoável tomar 
para volume de B o número 


b 
O үз 2л] x f(x)dx 


ou 


b 
үе 2= Í xydx, onde y = f(x) 
a 


Seja P: a = xo < xj < x> < X x; — 1 < x; < ... < x, = b uma partição de [a, b] e seja с; 


o ponto médio de [x; _ /, xj]. 


y 
4 


— 
а X, CX b 


ia EA 


Seja R; o retângulo x; _ у < x = х;е0 = y = fc;). Pelo teorema de Papus para retângulo, 
o volume do sólido gerado pela rotação do retângulo R,, em torno do eixo y, é 


20; Кс) Ах; (Confira.) 


Deste modo, a soma de Riemann 


y 2т cj f(cj)Àxi 


i=l 
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é um valor aproximado para o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, do 
conjunto A. Por outro lado, pelo fato de f ser contínua, tem-se 


im Y 2л c, f(c) Ax; = 2r Í “куш 


máx Ax, > 0 4 i 
fa 


Logo, é razoável tomar Q) para volume de B. Veremos no Vol. 3 que esta nossa atitude é 
correta. (Para uma prova de (1), num caso particular, veja Exercício 3 desta seção.) 


EXEMPLO 1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, do con- 
junto de todos (x, y) tais que 


0«х«1с0«у«х-х. 


Solução 


1 
v=2m[ Ea S . 
o 15 


Já sabemos que dV = 2r xf(x)dx é a diferencial de V(x) = taff (x)dx. Agora, obser- 
a 


ve que f(x)dx é a área do retângulo de altura fx) e base dx e, para dx suficientemente peque- 
no, 27x é aproximadamente o comprimento da circunferência gerada pelo baricentro do re- 
tângulo mencionado e daí, pelo teorema de Papus para retângulos, 27 xf(x)dx é aproxima- 
damente o volume do invólucro cilíndrico obtido pela rotação, em torno do eixo y, de tal 
retângulo. 
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O volume obtido pela rotagáo, ет torno do eixo y, do conjunto A é entáo a integral dessa 


b 
diferencial, para x variando de a até b, ou seja, V = 27] хуйх, onde y = f(x). Este método 
a 


de determinar volume é às vezes denominado método dos invólucros cilíndricos ou méto- 
do das cascas. 


Vejamos, agora, uma outra fórmula, que é do mesmo tipo daquela da seção anterior, para 
calcular volume de sólido obtido pela rotagáo, em torno do eixo y, de um conjunto que náo 
intercepta tal eixo. Seja então B o conjunto: В = ((x, y) | 0 < x =€ b, c < y < d e y z 40) 
onde f é suposta contínua e cstritamente crescente (ou estritamente decrescente) em [a, b], 
com a > 0, Ќа) = ce fib) = d. 


YA " 
d d d 
ydo femea 27 i 
с i e 
E3 |. 
а box ax b x 


Como y = f(x) é contínua e estritamente crescente em [a, Б], então é inversível, com inversa 
х = g(y) contínua em [c, d], onde c = Ra), d = f(b) e y = Дх) €x = g (y). Raciocinando como 
na seção anterior, o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, do conjunto B é 


d 
volume = al x? dy, onde x = g(y) 
c 


Observe que mx dy é o volume do cilindro obtido pela rotação, em torno do eixo y, do re- 
tângulo de base x e altura dy. (Veja figura acima.) 


EXEMPLO 2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, do con- 
junto de todos os pares (x, y) tais que x^ = y = 4, x 2 0. 


Solugáo 


Temos: y = xhx zmÜ0er- 4». 
Segue que 


Volume — sf y = [of dy. 


E, portanto, 


4 
Volume = af y dy = 8т. 


Mais Algumas Aplicações da Integral. Coordenadas Polares 409 


Observação. Este volume poderia, também. ter sido calculado utilizando-se a fórmula an- 
terior. Neste caso, o volume pedido seria a diferença entre o volume gerado pela rotação, 
em tomo do eixo y, do retângulo 0 = x = 2,0 = y < 4 e o volume gerado pela rotação, em 
torno do eixo y, do conjunto 0 < x = 2 e 0 < y = fx), onde Дх) = х2. Ou seja, 


2 2 
volume = 167 — 2r Í fdr = 167 — 211, Y d=8n. 


EXEMPLO 3. Calcule o volume do sólido gerado pela rotagáo, em torno do eixo y, do con- 


(2 
junto de todos os pares (х, y) tais que 0 x « 2,0 € y = a +ley mbi 


Solugáo 


= 
1.º PROCESSO (Utilizando a primeira fórmula.) 
2 {х2 2 
2 Бор ЭР ийн 
volume = 27 Ї ( 28: ца 27 Í x(x2 — Ddx. 
Ta 
E, portanto, volume = EU 
2.” PROCESSO (Utilizando a segunda fórmula.) 
2 
x ТЕ 2. 2 2 
2 tl-yex = 2у-2 ех —-l-yex-ytl 
Entáo 
3 3 7т 
li = j 2 - =Z 
volume a| 0*6 ul (2y - 2)d: 3 " 


Para encerrar a seção, vamos resumir num quadro o que aprendemos nesta seção e na 
anterior, 
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yá 


у= fix) 
y+dy EE 


a x xdx b 


A=(( yla < x < b,0 < y < (x) e B = {(х, у)|0 < x = b, c < y = d, y > fix)} 
b 
D 7| y? dx = volume gerado por A na rotação em torno do eixo x.(y = f(x) 
a 
d 
ID z[ х2 dy = volume gerado por В na rotação em torno do eixo y.(x = g) 
c 


b 
ID 2л] xy dx = volume gerado por A na rotação em torno do eixo y.(y = Xx) 
a 


d 
IV) 2m| yx ду = volume gerado por В na rotação em torno do cixo x.(x = g(y)) | 
€ 


Exercícios 13.2 


1. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, do conjunto de todos os 
(x, y) tais que 
a)lsxseeO0syslinx. 
b0=x<8e0<y=< Vx. 
д01«х«260«укх -1 
d) 0 < x< me 0 < y < sen x. 
e)0 = x =< 1eO = y = arc tg x. 
fl=x=4e1=ys dx. 
ЮУ «2: — 2,y>0. 


H0<x=<2y> Jx—1 e0 =< zyszr. 


2. Calcule o volume do sólido obtido pela rotacáo, em torno do eixo y, do conjunto de todos os 
(x, y) tais que 
a)0sx«60sysz2eyz4x-2. 
b) dx =y < —x 6x20. 
IIA e y > ]n x. 
df ers d». 


ejoxrsl, x&ysx +1 
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3. (Volume de sólido de revolugáo em torno do eixo y.) Suponha f estritamente crescente e com 
derivada contínua em (a, b], a > 0 e Ra) = 0. Seja g:[0, Rb)] > la, b] a função 1 inversa de f. 
a) Verifique que o volume do sólido obtido pela rotação, em torno do eixo y, do conjunto 


2 i 2 Dos 
A = ((x,y) Є R”! a = x < b,0 = y < (х)} é igual a mb А |, le QUÉ dy. 
b) Mostre que 


f (b) b 
oa 8002 a хода 
0 а 


(Sugestão: Faça a mudança de variável y = f(x) e depois integre por partes.) 
e) Conclua que o volume mencionado em a é 


b 
volume = 22] x f(x) dx 
a 


13.3. VOLUME DE UM SÓLIDO QUALQUER 


b 
Vimos no parágrafo anterior que rj, [FCP dx é a fórmula que nos fornece o volume 


P sólido de revolução obtido pela rotação, em torno do eixo x, do conjunto 
= = (x y) ER? {а <x<b,0= y = f(x)). Observe que 


AQ) = mifer 


área = A (x) 


é a área da intersecáo do sólido com o plano perpendicular ao eixo x e passando pelo 
ponto de abscissa x. Assim, o volume mencionado anteriormente pode ser colocado na 
forma 


b 
volume = Í A (x) dx 
a 


Seja, agora, B um sólido qualquer, nào necessariamente de revolução e seja x um eixo 
escolhido arbitrariamente. Suponhamos que o sólido esteja compreendido entre dois pla- 
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nos perpendiculares a x, que interceptam o eixo x em x = a e em x = b. Seja A (x) a área 
da interseção do sólido com o plano perpendicular a x no ponto de abscissa x. Suponha. 
mos que a função A (x) seja integrável em [a, b]. Definimos, então, o volume do sólido 


por 
volume А (x) dx 


EXEMPLO. Calcule o volume do sólido cuja base é o semicírculo д? + y? = P, y z 0, е 
cujas secções perpendiculares ao eixo x são quadrados. 


Solução 
А(ху= Qr? - х2 0. 
r 
volume — fo r-r’ &= | (r? = x?) dx 
E мт 
ou seja 
r зт 4r? 
volume = 2[ (2 — x?) dx = 2 х=) =. п 
ў e ^3 
Exercícios 13.3 


1. Calcule о volume do sólido сија base é o semicírculo + y = P, y = 0, e cujas secções 
perpendiculares ao eixo x são triângulos eqüiláteros. 


2. Calcule o volume do sólido cuja base é a região 42 + y = l e cujas secções perpendiculares 
ao eixo x são semicírculos. 


3. Calcule o volume do sólido cuja base é o quadrado de vértices (0, 0), (1, 1), o, De(,0e 


cujas secgóes perpendiculares ao eixo x sáo triángulos isósceles de altura x — x“. 


4. Calcule o volume do sólido cuja base é um triángulo eqüilátero de lado 1 e cujas secções per- 
pendiculares a um dos lados sáo quadrados. 
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13.4. ÁREA DE SUPERFÍCIE DE REVOLUÇÃO 


Sabe-se da geometria que a área lateral de um tronco de cone circular reto, de geratriz g, 
raio da base maior R e raio da base menor r, é igual à área do trapézio de altura g, base maior 
2 JR e base menor 2тт: 


$ Q 


área lateral do tronco = z (R + r) g 


Sendo S o ponto médio do segmento PQ. 


R+r К 
ia (R + r) g = 2nsg. 


área lateral do tronco de cone = 2752 


Observe que a área da superfície gerada pela rotação da geratriz, em torno do eixo PQ, é 
igual ao produto do comprimento g desta geratriz pelo comprimento 255 da circunferência 
gerada pelo ponto médio da geratriz. Este resultado é um caso particular do Teorema de 
Papus para superfícies de revolução. (Veja Exercício 9, Seção 13.9.) 

Vamos, agora, estender o conceito de área para superfície obtida pela rotação, em torno 
do eixo x, do gráfico de uma função f, com derivada contínua e f(x) > 0 em [a, b]. 


X pt Xpa 


Seja, então, P: a = xo < x, < xy <... < x, = b uma partição de [a, b] e c; = 2 


o ponto médio do intervalo [х;_ 1, x;]. 


Na figura, f ' (cj) = tg ар o segmento M;.. M, é tangente ao gráfico de fno ponto (c; Rep). 
Entáo 


— Ax, 
Mj M; = — =|sec ац Ax; = 14417 (P. Ax;. 
[cos а 
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A área da superfície gerada pela rotação, em torno do eixo x, do segmento M; .. |M; (obser- 
ve que tal superfície nada mais é do que a superfície lateral de um tronco de cone de geratriz 


M; ,Mi))é 


27 f (ci) Mi 1M; 72m f(e;) 410417 (со. Ax; 


e se Ax; for suficientemente pequeno esta área será uma boa aproximacáo para a “área” da 
superfície gerada pela rotação, em torno do eixo x, do trecho do gráfico entre as retas x = X-1 


ex = xj. Observe que trocando fc; por c; na igualdade acima, 2«c;41-- (f'(c;j))? Ax; 


será uma boa aproximação para a “área” da superfície gerada pela rotação, em torno do eixo 
y, do trecho do gráfico acima mencionado. 


Como a função 27 f(x) 4 + LP GOR é contínua em [0, b], teremos 


іп У 2т f (e) + Uf GO ах = [>= FONI + ОР dx. 
i=1 a 


máx Ax, > 


Definimos a área A, da superfície obtida pela rotagáo do gráfico de f, em torno do eixo 
X, por 


b 
A, = 2n | го) rete cor a 


De forma análoga, a área Ay da superfície obtida pela rotação, em torno do eixo y, do 
gráfico de f será 


dx, onde y = f(x). 


Ау=2т fa (2 ! 


ш ын 


EXEMPLO 1. Calcule a área da superfície gerada pela rotação, em torno do eixo х, do grá- 
fico de fx) = sen x, 0 = x = т. 


Solução 
E = cos x; du = — sen x dx 
área = 2л [sena 1+ cos? x dx 5 š 
0 x=0u=1 
х= ти= —1. 


= tg 0; ди = sec? 040 


0 
=2m | tu du) и=-10=-> 
1 
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1 = 
=2т[ мад du 
sA 
= 2л] 4, sec? 040. 
2 
Integrando por partes: 
T л Es л 
Is sec? 0 do = Es sec? 0 sec 040 = [te 8 sec 0 ] fis -fh [sec? 0 —sec ej dé. 
4 4 4 4 
Daí 
Е Ú 
ae sec? 0 do = 242 + ES + «| 
+ = 
ou seja, 
um 
ES sec? 8 de = 2 + In (42 +1). 
4 
Portanto, área = 27 (42 + In (42 + 1). " 


EXEMPLO 2. Determine a área da superfície obtida pela rotação, em torno do eixo y, do 
2 
gráfico de v= mre 1. 


Solução 


1 2 1 — e 
Ау=2л]| x 1+(2) aan rex =p, 


Exercícios 13.4 


1, Calcule a área da superfície gerada pela rotação, em torno do eixo x, do gráfico da função dada. 
E À 
a) Б аи 
2 2, 
bfG)-4R^—x^,—R&xs R(R 70) 


1 

2 

Ooy-x.,0zx«— 
М 2 


Фу» /Х,1«х«4 


улс — s 
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13.5. COMPRIMENTO DE GRÁFICO DE FUNÇÃO 


Seja y = fx) com derivada contínua em [а, b] e seja Р: a = x, < x, < X, <... < x, = b 
uma partição de [a, b]. Indicando por L(P) o comprimento da poligonal de vértices 
P, = (x; f (xp), í = 1, 2, ... п, temos 


n 


LP) 7 Y. x + (f(x) — fi 


i=l 


-x 


_ aan _ e = 


onde 4e 2 ХЕ tfQ)- Рр) é o comprimento do lado de vértices P; үе Р, 
Pelo teorema do valor médio, para cada i, i = 1, 2, ... n, existe Cp X; < €; < x; tal que 
fix) — р) = f (c)Ax; onde Ах, = x; — Хү, 

Segue que 

п : e 
цр У dad Q'G) dx) = Y di oe» Ах, 
i=l 


Цаа! 


b 
Daí, para máx Ax; tendendo a zero, L(P) tenderá para [ 41-07) dx. Nada mais natu- 
a 


ral, então, do que definir o comprimento do gráfico dc f, ou da curva у= ftx), por 


b 2 
Comprimento = | 14 (2) ах 
а \ 


| 2 
Nosso objetivo a seguir é interpretar geometricamente a diferencial y 1+ (2) ах. Seja, 


então, s = s(x), x € [a, b], o comprimento do trecho do gráfico de extremidades (a, f(a)) e 
(x, Дх)). Sejam As e Ay as variações em s e y correspondentes à variação dx em x, com dx > 0. 
Para dx suficientemente pequeno, Ay = dy e 
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As = dx + А?у, ои seja, 


2 
As= (2) dx 


\ 


ato. 
«Y 


2 
EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva у= x 0=x=1. 
Solução 
р — —_ 
De х = x, segue que o comprimento é: Í, Л + x2 dx. Fazendo a mudança de variá- 


vel x = tg u, vem 


1 Е ын 
Ї 4 x? a= f? {+ tgu? sec? udu= [4 sec? u du. 
0 o o 


1 1 
De IE du= 55€ utgu + > in [sec u + tgu| + k (verifique), resulta 


т 


1 1+х? к= [+ sec? udu= 02 + If! r КА] 


Exercícios 13.5 — — — = 


1. Calcule o comprimento do gráfico da fungáo dada. 


3 


E 4 
a) у=^х2,0=х=1 DIGAS 
3 


1 
c) у= х,1<х=%е d yc Lxx 
x Ж 
oy asina D y=ex,0=<x=<1 


2. Quantos metros de chapa de ferro sao necessários para construir um arco AB, de forma parabó- 
lica, sendo A e B simétricos com relacáo ao eixo de simetria da parábola e com as seguintes 
dimensões: 2 m a distância de A a Be 1 ma do vértice ao segmento AB. 
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13.6. COMPRIMENTO DE CURVA DADA EM FORMA 
PARAMÉTRICA 


Por uma curva em R? entendemos uma função que a cada t pertencente a um intervalo | 
associa um ponto (x(f), y()) em R“, onde x(1) e y(t) são funções definidas em 7. Dizemos que 


(х = x(t) 


i tel 
Ë = ув) 
são as equações paramétricas da curva. Por abuso de linguagem, vamos nos referir ao lu- 


gar geométrico descrito pelo ponto (x(t), y(1)), quando г percorre o intervalo Z, como sendo 
a curva de equações paramétricas x = x(t) e y = y(). 


EXEMPLO 1. Desenhe a curva dada em forma paramétrica por x = t, y = 3t, t € R. 


Solução 


Xx =f, y = 31 = y = Зх. Quandor 
percorre R, o ponto (t, 3/) descreve 
a reta y = 3x. 


п 
EXEMPLO 2. Seja a curva de equações paramétricas x = t, y = 2, tem R. Quando t varia 
em R, o ponto (7, r) descreve a parábola у = x“. 


EXEMPLO 3. Seja a curva de equações paramétricas x = cos t, y = sen £, z € [0,27]. 
Quando t varia em (0, 21}, o ponto (cos t, sen f) descreve a circunferência x^ + y” = 1. 


y 


(cos t, sen f) 
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EXEMPLO 4. Desenhe a curva dada em forma paramétrica por x = 2 cos te y = sent, com 
t € [0, 27]. 


Solução 


х 

оо! 
[х= 20067 Р 
e > E+y= 
[у= зеп г 4 


= sen £ 


2 
Assim, para cada £ € [0, 27] o ponto (2 cos r, sen 7) pertence à elipse тэр y? =1. Por 


outro lado, para cada (x, y) na elipse, existe z € 10, 277] tal que 


(por qué?) 


x=2 cost 
y=sent 


Assim, quando t percorre o intervalo [0,2 тт], o ponto (2 cos z, sen f) descreve a elipse. E 


Nosso objetivo a seguir é estabelecer a fórmula para o cálculo do comprimento de uma 
curva dada em forma paramétrica. A fórmula será estabelecida a partir de considerações 
geométricas, e deixamos o tratamento rigoroso do assunto para o Vol. 2. 

Suponhamos que s = s(t). t E [a, b], seja o comprimento do trecho da curva de extremi- 
dades А = (x(a), y(a)) e P(t) = (x(t) y(D), onde x = д) e у = у(ї) são supostas de classe cl. 
Sejam Ax, Ay e As as variações em x, y e s correspondentes à variação At em t, com At > 0. 
Para Ат suficientemente pequeno, vemos, pela figura, que 


Als = Д2 + A? e, portanto, 


Аз = (E) + (2) At. 
At At 


чї 


х=х@) 
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É razoável, então, esperar que a diferencial da função s = s(/) seja 


a então o comprimento da curva x = x(f), y = Vl), t € [a, b], com x = x(t) e 
= y(t) de classe Clem [a, b], por 


dx (dy Ї 
to = — | dt 
compriment -f y (2 | ey di 


Observação. O gráfico da função y = f (x), x € [a, b], pode ser dado em forma paramétrica 
porx = t, y = f (f), t E la, b]. Segue que a fórmula para o comprimento do gráfico de uma 
função é um caso particular desta. 


EXEMPLO 5. Calcule o comprimento da circunferência de raio R > 0. 
Solução 
Uma parametrização para a circunferência de raio R e com centro na origem é: x = R cos 


dx d 
теу = R sen t, com! € [0,27]. De Rms R cos t, segue 


эт Pa? fa 
comprimento = Í Ё (2) + (2) dt 


2л NET 
-| (—Rsen ty +(Rcos py? di. 
0 


27 1-2 
Portanto, comprimento = f ҮК? dr = 2лК. " 
EXEMPLO 6. As equações paramétricas do movimento de uma partícula no plano são 


x=senf 
t e[0, д]. 
y=sen? ғ 


. de É : "T 
a) Quais as posições da partícula nos instantes t = 0, t = z ет=т? 


b) Qual a trajetória descrita pela partícula? 
с) Qual a distância percorrida pela partícula entre os instantes t = 0e 1 = т? 


Solucáo 


a) No instante £ = 0 a partícula encontra-se na posição (0, 0), em t — 2) na posição (1, 1) 


e, no instante z = 7, novamente na posição (0, 0). 
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7 
b)x=sentey= sen? > у= 22. Segue que a partícula, det = 0a t= > descreve o arco 


da parábola de extremidades (0, 0) e (1, 1) e no sentido de (0, 0) para (1, 1). De г = A a 
f = ar descreve o mesmo arco só que em sentido contrário. 2 


c) A distância d percorrida entre os instantes t = Ü e + = т é dada por 


B 2 2 T. 

dx dy (2 

4- “ + “| ф-2 2 + 2 
E =) (2) j «cos? t (2 sen £cost)” di 


ou seja 


Observe que as distâncias percorridas entre os instantes г = 0 e t= с é a mesma que de 
T si т 
t= zi a t = т. Observe ainda que [cos 4| = cost, para 0 =< t =< = Fazendo a mudança de 
23 т А 
variável и = 2 sen t teremos du = 2 cos t dí, и = 0 para t = О u = 2 рага г = —. Assim, 


2 EET x 
d= Í yl + и? du. Fazendo, agora, u = tg 0, teremos 
arc tg 2 
d= Í sec? 0 d9= seo 018.0 + In|secg + tg бЇ '8?. 


Como 8 = arctg2>tg0=2e sec8 — {1 + 1226 = /5, resulta que а distáncia percorrida 


pela partícula é d= 2045 + In(2 + 453. " 


Exercícios 13.6 


1. Calcule o comprimento da curva dada em forma paramétrica. 


3 
b) x-3iey-212,0 tl 
Э 5 
с)х= 1 —cost e y=t=semt0=<t<w" еа s 


dx=2+1ley=t-1,1<:<2 


е)х = e cos t e y=esenr0= r= Tr. 
2. Uma partícula desloca no plano com equações paramétricas x = л() e у = y(r). Sabe-se que, 
Фу 2, „Чу 


dx 
ara todo r, —=2 (cm/ s),—— = —2(cm/s^)e — = 4(cm /s). Sabe-se, ainda, 
E aD f dt (0 | | 
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que no instante г = 0 a partícula encontra-se na posição (0, 0). Determine a distância percor- 
rida pela partícula entre os instantes t = Qe t = T, onde T é o instante em que a partícula volta 
a tocar o eixo x. Como é a trajetória descrita pela partícula? 


13.7. ÁREA EM COORDENADAS POLARES 


Fixado no plano um semi-eixo Ox (tal semi-eixo denomina-se eixo polar, e o ponto O, 
pólo), 


0 x 


cada ponto P do plano fica determinado por suas coordenadas polares (8, p), onde 0 é 
a medida em radianos do ángulo entre o segmento OP e o eixo polar (tal ángulo sendo 
contado a partir do eixo polar e no sentido anti-horário) e p o comprimento de OP; as- 
sim p > 0. 

Se considerarmos no plano um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas (o habi- 
tual) em que a origem coincide com o pólo e o semi-eixo Ox com o eixo polar e se (8, р) 
forem as coordenadas polares de P, então as suas coordenadas cartesianas serão dadas 
por 


x = pcos 0 
y=psen 0 


Observe que se P nào coincide com o pólo 


р-үх2 + y? 

x= pcos 0 СД £ 
53 € 4c0s 9 — —————— 
eer [х2 y 

sen д = > 


y? + у? 


Até agora, destacamos р como um número positivo. Entretanto, para as aplicações é im- 
portante que p possa assumir, também, valores negativos. Vejamos como interpretar (6, p) 
no caso р < 0: 
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p>0 y 


SES > (p cos 8, p sen 0) 
A 


(EN Ө, зеп 8) 


' 
і 
: 
+ (cos 6, sen 8) 
' 
' 
і 


% 


Se p < 0, (8, p) é o simétrico, em relação ao pólo, do ponto (0, —p). 

Para podermos trabalhar com p < 0, será melhor olharmos para o eixo polar como uma reta 
com um sistema de abscissas: sobre tal reta marcam-se dois pontos, um o pólo O representando o 
zero e outro representando o 1. O sentido positivo será o de 0 para 1 e aunidade de comprimento 
será o segmento de extremidades 0 e 1. Para representar no plano um ponto de coordenadas po- 
lares (0, р) proceda da seguinte forma: primeiro gire o eixo polar, no sentido anti-horário, de um 
ângulo 8, em seguida, sobre este novo eixo, marque o ponto que tenha abscissa p. 


(8, р), com p> 0 (9, р), comp < 0 


^ 
” 


"o. 


л 
42----- -— 


2 9,0) 
Y 


EXEMPLO 1. Represente no plano o ponto (9, р) onde 


т 
8=—ep=2 
c) Ze? 


а)0-0еёр-1 b)8=0ep=-1 
T 
0 = — =-1 
d) 419? 


Solução x 
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EXEMPLO 2. Um ponto P desloca-se no plano de modo que a relação entre suas coorde- 
nadas polares é dada por p = 6, 0 < Ө = 27. Desenhe o lugar geométrico descrito por P. 


Үе зэр ГЕЧЕ 
Yoly asla ala o 


Sempre que formos esbogar о gráfico de uma curva dada em coordenadas polares, é bom 
antes fazer um esbogo da curva supondo @ е р coordenadas cartesianas e olhar, por meio 
deste gráfico, a variação de р em função de 6. 


p 


Pd 
Ө” А 
P 


РА E 


eS аиа ца 


EXEMPLO 3. Desenhe a curva cuja equação, em coordenadas polares, é р = sen 8,0 =< 0 т. 


Solução р Em coordenadas 
cartesianas 


PERLE 


8 
0 
т 
4 
E 
6 
T 
2 
3 
4 
т 
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Observe que para p + 0 


p = sen 0 эр, = psen 0 o 3? + y? = y. 


2 


fal = 1 
+ y — y = 0 é a equação de uma circunferência de centro (9 1 e raio Y Deste modo, 


p = sen 0, 0 = 0 = тт, é, em coordenadas polares, a equação de tal circunferência. п 


EXEMPLO 4. Desenhe o lugar geométrico da equação (em coordenadas polares) p = 1 — cos 0. 


31 ? Em coordenadas 
4 cartesianas, 10059 
намда сын x 


= w|- © 


vje veje 


Esta curva denomina-se cardióide. Li 


EXEMPLO 5. Desenhe a curva cuja equação, em coordenadas polares, é p = cos 20. 


Em coordenadas 
cartesianas | 


0 
T 
в 
25 
4 


р» -|Бр- o 


e 
N 


I 
T 


| 


la cela 


у 


[$ әјә p 
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Veja como fica o trecho da curva acima para Ө variando de O a =. 


Quando 0 varia de а а = ede = a =, p permanece negativo. ч 


EXEMPLO 6. Desenhe o lugar geométrico descrito por um ponto P que se desloca no pla- 


no, sabendo que a relação entre suas coordenadas polares é p=Itg O) — x <0< - 


Solução 
Vejamos, primeiro, o que acontece para 0 variando de O a 2 - Quando 0-» = ‚р—> + %, 
A projegáo de Р sobre о eixo polar tem abscissa 
x = p cos 0 = tg Ocos 0 = sen 6. 
Assim, quando 0 > > a projeção de P sobre o eixo polar tende para o ponto de abscissa 1. 


т 
O trecho da curva correspondente а 0 em | PE o] é simétrico, em relação ao eixo polar, 


ao trecho correspondente a 0 em E a. 
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Nosso objetivo, a seguir, é estabelecer uma fórmula para o cálculo de área de região li- 
mitada por curvas dadas em coordenadas polares. 
А 21 
Inicialmente, observamos que a área de um setor circular de raio R e abertura АӨ é a R? A6. 


Esta área se determina por uma regra de trés simples: 


2o rd — área пк? 


A6 rd —? 
ГА 
"i АӨ 
: ENA 
po MOR _1 po ag 2 
27 2 


Consideremos, agora, a função p = p (6) contínua e > Оет [9; _ |, ӨД. Seja A; o conjun- 
to de todos os pontos (8, p), com 0, _ | < 0 < 0,e 0 < p =< p(B). 


Seja p= р (69 o maior valor de pem [6; 1, 016 p= p (0) o menor valor. A área do 
conjunto А; está, então, compreendida entre as áreas dos setores circulares de abertura Аб, 


e raios p (8e p0): 
1 =p Ez ell 2 
21060] a6, < área А < 21122) Ав. 
Suponhamos, agora, р = р (0) contínua e = 0 em [a, B], com B — а < 27. Seja A о 


conjunto de todos os pontos do plano de coordenadas polares (6, р) satisfazendo as.condi- 
ces: а ж 0 < Be 0 = p < p(0). 
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Seja P зал 85 < 6) < ... < 0, _ > < 6, < ... < 0, = B uma partição de [o, B]. Sejam 
р(Ө,) e p(0,) os valores mínimo e máximo de p em [0, _ |, 6]. Pelo que vimos anterior- 
mente, a área da parte do conjunto A compreendida entre as retas 0 = Q,_ ¡€ 0 = 0; está 


compreendida entre as áreas dos setores circulares de abertura À 6; e raios p(8; ) e pf 8 ). Uma 
definição razoável para a área de A deverá implicar, para partição P de [a, B], 


n n 

l, = 1 = 
Y, SDP A6; «área A< У 200092 Аё. 
48422 2, 

tl i=1 

š š a 4 81 > 
Para máx A6; — 0, as somas de Riemann acima tendem para a integral | 2 p^ d8. Nada 
a 


mais natural, então, do que definir a área de A por 


В 
área A- > | p? do 
2% 


EXEMPLO 7. Calcule a área da regiáo limitada pela cardióide p = 1 — cos 6. 
Solução 


Para cobrir todo o conjunto, 8 deverá variar de O a 277. 


E _1 2т, al 27 ú 2 
área=> | р 49-41, (1 — cos 0)“ 40. 


Temos 
27 27 27 
j (1— cos 8)2 d0 = 1 [1— 2.cos 6 + cos? 6] d6 2r -f cos? 0 dà 
2т[ 1 1 
=2т+] “+ Lcos26 |do=3m 
012 2 
Assim, a área do conjunto é =. = 


EXEMPLO $. Calcule a área da interseção das regiões limitadas pelas curvas (coordena- 
das polares) р = 3 cos дер = 1 + cos 0. 
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Solução 
Primeiro devemos determinar as interseções das curvas. D = 3 cos 0 

3 cos 0 = 1 + cos 0 

ou seja, 
со80- E 
2 
Assim, 0— 2 с0-- Е resolvem o problema. Seja 4, o conjunto de todos (6, p) com 
т 2 я т т 
0= Ux cU Spe 1+ cos 0 e seja A; o conjunto de todos (0, p) com e” ^u e 
0 = p = 3 cos 0. Temos, então: 
área pedida = 2 (área A, + área Ao). 
1 = 9.3 
área A; -2| (1+ cos 6)! do == + Уз 
240 4 16 
1 (5 2 Эт _ 943 
área А, -2| G+ соё)? do = Z- 29. 
дал 8 16 
у ВА 5т š n 
Conclusáo: área pedida — T Veja figuras a seguir. 
п 


EXEMPLO 9. Calcule a área да regiáo limitada pela curva dada em coordenadas polares 
porp = tg 0,0 = 0 < = pela reta x = 1 (coordenadas cartestanas) e pelo eixo polar. 
Solução 

Indiquemos por A (0) a área da região hachurada. A área que queremos é: 


área= lim A(0). 


т 
923 


Temos 


á 4 1 2 1 (5 2 
A(8) = área À OPM — área Aj = — tg 8 sen 8-2 8 940. 
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400) 


8 
Vamos calcular I tg? 0 d6. Temos 
0 


fe 0 do = NS 0-1)40- 50-00 =1g0 — 0. 
Assim 
A6)- gasen? 6-2 tg0+ 67 - Ligo sen? ez 
= 551808010. 
Portanto, 


J 2 1 
área= lim ЕССЕ Lm 
2t 2 2 4 


Observacáo. No triángulo OPM temos: 
OM = p cos 0 = tg 0 cos 0 = sen Ө e MP = p sen 0 = tg 0 sen Ө. 


Assim, área A OPM = ; sen? 0tg 8. 


Exercícios 13.7 


1. Desenhe a curva dada (coordenadas polares). 
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2. Passe a curva dada para coordenadas polares e desenhe-a. 
2 
aj = 2лу b) (x? +у?)2 =y? 


с) х2 + у? + x= x2 + у? ад оё e yy = 2 у 


3. Calcule a área da regiáo limitada pela curva dada (coordenadas polares). 


a) p= 2 — cos 8 b) р? = cos 0 (p > 0) 
c) p = cos 26 d) p — cos 38 


4. Calcule a área da interseção das regiões limitadas pelas curvas dadas em coordenadas polares. 
a)p = 2 — cos дер = 1 t cos 0 Б) p= sen Өе p = 1 — cos 0 
с)р= Зер = 2 (1 — cos 0) d) p. = cos дер? = sen 6 (р z 0) 
е) p = cos дер = sen 6 Рр=1ер= 2 (1 – cos 8) 

5. Calcule a área do conjunto de todos os pontos (6, p) tais que Ps p = 0 (coordenadas polares). 


6. Calcule a área da região situada no 1.º quadrante, limitada acima pela curva х- y = 2xy 
(coordenadas cartesianas) e abaixo por p“ = 2 sen 28 (coordenadas polares), com p > 0. 


2 2 
7. a) Escreva, em coordenadas polares, a equagáo da elipse ын + ын = | tomando como pólo 
a b 


a origem e como eixo polar o semi-eixo Ox. 

y. 
m 
foco F — (c, 0), c > 0, e como eixo polar a semi-reta FA onde A — (a, 0), a > 0. (Faga 


b) Escreva, em coordenadas polares, a equação da elipse 5 + 1 tomando como pólo o 
a 


е6 ер=а- ес) 


а 
8. Sejam F; e F> dois pontos distintos do plano е seja k a metade da distância de F, a F5. O lugar 


geométrico dos ponto P do plano tais que PA - PP = k? denomina-se lemniscata de focos 

FieF, 

a) Tomando-se F] = (—k, 0) e F> = (k, 0), determine a equação, em coordenadas cartesia- 
nas, da lemniscata. Š 

b) Passe para coordenadas polares a equação obtida no item a) tomando para pólo a origeme 
x como eixo polar. Desenhe a curva. 


ap-e 98020 b) p = cos 0 
7 т 
c) pcos 0 = 1,—— < 0 < — = 
Н Я 5 Фр 
дөё= 2 Йр=шё,—-®<в< 
4 2 2 
g) р = cos 30 h) asta 
| 1+sen? Ө 
i) p= 2 — cos 0 Ло 1- sen 0 


D p cos 40 


np = tg 26.0 =< 8 < Tozo 


mp = tg 0,0 < p < 2 090) 


o) p= cos” 0 


13.8. COMPRIMENTO DE CURYA EM COORDENADAS POLARES 


Consideremos a curva dada em coordenadas polares por 
p= p (0, = = 0= p, 


sendo a funcáo suposta de classe C! no intervalo [e 8]. Em coordenadas paramétricas, esta 
curva se escreve da seguinte forma 


x=p(O)cos0 e у=р(0) senf, а < 9 В. 


Utilizando a fórmula de comprimento de curva em forma paramétrica (observe que aqui о 
parâmetro t está sendo substituído pelo parámetro 0), temos 
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A A == 
81 2 2 

comprimento = | (5) 48) 40. 
«do de 


Зоо de аас рай е Ф 40 ven ө + pcos 6, resulta 
do 40 dð de 


Pun 2 
(5) 4 о) u e(t sin das 


Assim, o comprimento da curva p = p(0), z < Ө = B, em coordenadas polares, é 


REM 
i B 2 dp 2 
comprimento= | p**|—]| 40 
a 


Nosso objetivo a seguir é interpretar geometricamente a diferencial ; р? (2) 46. Seja, 


então, s = 50), Ө Ela, B], o comprimento do trecho da curva de extremidades (а, p (аў) e 
P = (0, p (9). Sejam As e Ар as variações em se p correspondentes à variação d6, em 0, com 
10 > 0. O comprimento do arco (de circunferência) PM de abertura d6 e raio p = p(0) é раб, 
por outro lado, o comprimento do segmento MN é Ap. Para 40 suficientemente pequeno, 
Ap = dp, PMN € quase um triángulo retángulo e 


А2 = (p d0? + (Ар), 


| dp Y 
ou seja, As = 1р2 + (25) d8. 
3 49 


EXEMPLO. Calcule o comprimento da curva р = sen 0,0 < 0 < 7, em coordenadas polares. 


Solução 


De p = sen 6, segue de = cos 0. Daí 


ШЧ: ОС = === 
comprimento = M T (2) de = J sen 8Y + (cos8 Y do —m. 


O comprimento da curva é z (unidades de comprimento). (Observe que p = sen 0 é a equa- 


cáo de uma circunferéncia de centro (o, 1) e raio > Confira.) н 


£ 
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Exercícios 13.8 


Calcule o comprimento da curva dada em coordenadas polares. 


0 


1.,р=@,0=Ө&т 2.р=е *,0=<0<27 


3.р= 1 + соѕ 0,0< 0% т 4.p= sec 6,0595 — 


(1 0« y3 6.р= @,0<0<1 


13.9. CENTRO DE MASSA 


Consideremos um sistema de “massas pontuais” m, m», ..., m, localizadas nos pontos 
(хт, У) (xo, Yo), s Оо Yn). O centro de massa do sistema é, por definigáo, o ponto Go Ус) 
onde 


хуту + хуту + ... + Хүн P=] 
xm 212 nMn 


т + mo + ...+ My ы 


Ут + yamo tk YM _ ¿=i 


m tm +... + m, 


Ye 


EXEMPLO 1. Determine o centro de massa do sistema constituído pelas massas тү, то 
localizadas nos pontos (xy, y|) € (xo, Уз), supondo m = m, = ту. 


Solugáo 


am trm _ Xi + X) 
g ыш и рор. 


m + тэ 2 
.JAm-cy m), NT 
YÀ 

my t ma 2 


Deste modo, (x, y¿) é o ponto médio do segmento de extremidades (Хү, yj) e (x5, уз). m 


EXEMPLO 2. Considere o sistema de massas т, m», my localizadas em (Хү, y1), (хо, ya) € 
(x3. уз). Seja Мү = m, + m» c considere o sistema Му е ms, com My localizada no centro de 
massa de ту, m». Verifique que o centro de massa de M|, т; é o mesmo que o de mi, m», 
тз. 
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Solucáo 
Seja (х, y) o centro de massa de m, em): 


х= dum хото e y = 21 + yam? 
ту +m ту + mo 


Seja (Xe, Ус) o centro de massa de My, m: 


= — AM + хутз _ xım хут + x3m3 _ 
Е Му + тз m +m, +m 


= хут + хут 
IM = 101 + xama 
т + тә 


c 


M = хүтү+ 23 


= = Mi + yama _ ушт + ym + узту _ 
Y Mı + ms m +m + ms 


C 


Assim, (Xç, Ус) = (xç Yo). " 
Deixamos a seu cargo generalizar o resultado do Exemplo 2. 


Vejamos, agora, como determinar o centro de massa de uma regido A do plano que será 
imaginada como uma lámina delgada, homogénea, de modo que a densidade superficial p é 
constante (p é massa por unidade de área). Suponhamos, inicialmente, que À possa ser de- 
composta em n retângulos Ку, К, ..., R,. Seja m; a massa do retângulo R; m; é o produto de 
p pela área de R,. Neste caso, definimos o centro de massa de A como sendo o centro de 
massa do sistema тү, mp, ..., My, com т, localizada no centro de Ry 

Suponhamos, agora, A da forma 


A= (G) € R2 |a < x = b, fa) < y < (3) 
onde fe g são supostas contínuas em (4, b], e f(x) = 8 (x) em fa, b]. Seja 


Pia = xo < xi < x> <... < x, = b uma partição qualquer de (a, b] e seja c; o ponto médio 
de [x; 1,16 = 1, 2, ..., n). 


( 8 (e) + re) 
2 


8 

1 

1 

1 

' 

' 
4- 
b 


«Y 


A massa m, de R;¡é m, = p [g (с) — f tcp] Ах, O centro de massa da figura formada pelos 
retángulos Кү, Р), ..., Ry é: 
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У, айне) ЛА У, Fedt fe] leo f G] Ax 
i-l i-l 
У pls (ci) f Cen] Ax; CNE 


i=1 iz] 


Nada mais natural, então, do que tomar como centro de massa de A o ponto (x, y.) onde 


n 


Y аве) f£ GOL As Posa 


H і=1 = Уа 
x= lim = 


máx Ax 0 < 
У, le (e) f (с] Ах; 


i=1 


área de A 


e 
y i [е(с)+ f (colete) — f Axi 
шан m n 
У teto f (0) Ax; 
i=1 
l pe 
5 [te f eats ca - 7 cola 
d área de A : 
Ou seja, 


b 
Гаво f cola 


dec área de A 


€ 


b 
5 [eco * 7 colte oo - f colas 


área de A 


Уул 


Suponha, finalmente, que A possa ser decomposta em n regiões Aj, Az, ..., Ap, onde 
A= (x ER |a, = x< b f G) < y < 00) 


соту, g; contínuas em [a; b;] e f; (x) < g; (x) em la; РД. Como você calcularia o centro de 
massa de A? 
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EXEMPLO 3. Determine o centro de massa da figura A limitada pela reta y = 1 e pela 
parábola y = x“. 


Solução 
1 
Í ха x2) de 
жые ее =0 
área de А 
1 
jj 0432) 04-32) ёс, 
= -1 - 
Je área de A 5 
» 2 
O centro de massa de A é o ponto e 1 " 


EXEMPLO 4. Calcule o centro de massa do conjunto A = ((x, y) € R? (15 “+ y <4, 
х2 Оеу 2 0}. 


Solução 


Vamos imaginar A como uma lámina delgada, homogênea, com densidade superficial 
p = 1. Sendo m e m, as massas de A, e A», respectivamente, teremos, por ser р = 1, 


my = área Ay em, = área A). 


Sejam (ху, y1) e (Хэ, уо) os centros de massas de Ау e A», respectivamente. O centro de mas- 
sa de A será, então, o centro de massa do sistema my, m; com as massas localizadas, respec- 
tivamente, em (x4. у) e (x5. уз). Sendo, então, (x,, y, ) O centro de massa de A teremos 


Lm + хот; 


= mit утә 
Ye = 


mi + тә m +m 
Como 
PE M E 2 0—3 
Jota = J1- Tax [а= а 
уч área A со área Ap — 
ІМ = — 1 > 
Гоа о a ¿[dir ёс 
y = 240 ey, = 24 
área 4, 2 área A; 
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resulta 
1 — 2 
[ка ae [ауа а 
x = 20 1 
área A 
2 1 — 
| хүлгэд a= f ха as 
= do 0 
área А 
e 
2 2 
HE +Í (A- xa LL Pa dz 
> 2 24 2 24 
N área A área A 
Temos: 
3 
área de A — FE 
2 0 
x 4-6 ас=- | Ju du=3, 
0 244 3 
1 0 
xl- x? =-1f =+ 
24 
Segue que 
e uve . 
© Эл 2 97 


Vejamos, a seguir, como determinar o centro de massa do gráfico de uma função, que 
será imaginado como fio fino, homogêneo, de modo que a densidade lincar p é constante 
(densidade linear é massa por unidade de comprimento). Seja fuma função definida e com 
derivada contínua em [a, b]. Seja P : a = x9 < xi < x; <... < x, = b uma partição de [a, Б] 
eseja c; (i = 1,2, ..., n) o ponto médio de [x; — 1,5] 


Í (с) 


w4-- 
= 


Xiao 


O segmento P, _ (Р, é tangente em (c; f (cp) ao gráfico de f: o comprimento deste segmen- 


toé J1+[f'(e É Ax; (veja Sec. 3.4); logo, sua massam; é: m; = pl Lf]? Ax, O 
centro de massa do sistema formado pelos segmentos P; _ | Pj (i = 1, 2, ..., n) é o ponto 
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У, орч 60 an Y) SEDIH Ax, 


1-1 і=1 


У eee Аң Y efie со Ах 


Nada mais natural, então, do que tomar para centro de massa do gráfico de fo ponto (xe y) 
onde 


ь AS 
Í AP dx 


= “a 


Xe = 
Ї! HOP dx 


b 
J reo i+ ас 
[Aurora 


Ye 


qute. , 
Observe que | 4 1-[f' (z): dx é o comprimento do gráfico de f. 
a 


Observação importante. O centro de massa de um conjunto do plano não tem obrigação 
alguma de pertencer a este conjunto. 


Exercícios 13.9 == == 


1. Determine o centro de massa da regido A dada. 


ajA = (xy € R2|0< x< 1,0 ул) 
PA = (Gy) € R2| 2 + 4у2 < 1, х2 0ey=0) 
суА = (Gy) € R2| + 42 <1,у> 0} 


DA= (y € R2| 2 =< y= x) 


2. Determine o centro de massa do gráfico da fungáo dada. 


afe) ү4- х2. -25182 


1 
уо) нэ 5 
E qase 


2 


SIS 


1 
z 


3. (Teorema de Papus.) Considere o conjunto 


A= (y € R2 asrab f G) = y g) 


10. 


п. 


12. 


13. 
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onde fe g são supostas contínuas em Ta, b] e 0 < f(x) < g (x) em [a, b]. Mostre que o volume 
do sólido, obtido pela rotação em torno do eixo x do conjunto A, é igual ao produto da área de 
A pelo comprimento da circunferência descrita pelo centro de massa de A. 


. Sejam fe g contínuas em [a, b], com a = f (x) < g (x) em [a, b] onde « é um real dado. Seja o 


conjunto 
A= (а eR |a s x= b,f0)<y=g0) 


Mostre que o volume do sólido, obtido pela rotação em torno da reta y = @ do conjunto A, é igual 
ao produto da área de À pelo comprimento da circunferëncia descrita pelo centro de massa de A. 


. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação do círculo + (у — ay = bemtorno 


a) do eixo x 
b) da reta y = 1. 


. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação da região 24 Ay. = 1, em torno da reta y = 1. 


4 


.SeaA = (x) ER |х < ys 1). 


a) Calcule o centro de massa de A. 
b) Calcule o volume do sólido obtido pela rotação de A em torno da reta y = 2. 


. Calcule o volume do sólido obtido pela rotação do círculo x2 + y = 1 em torno da reta 


х+у= 2. 


. (Teorema de Papus para área de superfície de revolução). Suponha f (х) z 0 e com derivada 


contínua em [a, b]. Mostre que a área da superfície, obtida pela rotação em torno do eixo x do 
gráfico de f, é igual ao produto do comprimento do gráfico de f pelo comprimento da circunfe- 
rência descrita pelo centro de massa do gráfico de f. 


Seja А o conjunto do plano de todos os (х, у) tais que 0 <a <x<b,0<fx) = y = g(x), onde 
fe g são supostas contínuas em [a, b]. Imagine A como uma lâmina delgada, homogénea, de 
modo que a densidade superficial p é constante (р é massa por unidade de área). Seja (x, у) o 
centro de massa de A. Sejam V, o volume do sólido obtido pela rotação de A em torno do eixo 
xe V, o volume obtido pela rotação de A em torno do eixo y. Pelo teorema de Papus (Exercício 
3 acima), V, é igual ao produto da área de A pelo comprimento da circunferência gerada, 
na rotação em torno do eixo x, pelo centro de massa de A. Do mesmo modo, У, é igual ao 
produto da área de A pelo comprimento da circunferência gerada, na rotação em torno do 
eixo y, pelo centro de massa de A. Pois bem, destas informações conclua que 


V Vx 
хе = = 
97 2mlárea de A) Ус (área de A) 


Determine o centro de massa da região A dada por 1 < “+ y = 4, x > фе y = 0. (Sugestão: 


Com as funções fe g dadas рог f(x) = 4 4-22, 0«х«264(х)-141- x2 se0=x=1 
ou g(x) = 0 se 1 < x = 2 o teorema de Papus se aplica. Calcule entáo Vy V, ea área de À e 
utilize o Exercício 10. Compare a sua solugáo com a do Exemplo 4.) 


Determine o centro de massa da região A dada por д? + y < 4, y > 0. (Sugestão: Para o 
cálculo de х, aproveite a simetria da figura.) 


Calcule o centro de massa do setor circular A dado por “+ y <R,0< у<ахе0<х« ХА, 
com > 0e0 <a. 
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14. 


15, 


16. 


17. 
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Suponha que a região A do plano, situada no semiplano y = 0, possa ser dividida em duas 
partes A, e A às quais se aplica, em relação ao eixo x, o teorema de Papus. Suponha, ainda, 
que a área de À seja igual à soma das áreas de Aj e A5 c V, = Viy + Voy onde Vip V5, e V, são 
os volumes respectivos dos sólidos obtidos, pela rotação em torno do eixo x, de Aj, Аз e A. 
Mostre que, em relação ao eixo x, o teorema de Papus aplica-se, também, a 4. (Estabeleça 
resultado análogo em relação ao eixo y, supondo A situada no semiplano x > 0.) 


Sejam A, = (e yl19xs3,1«yx2,A;7 (x у) 2x «4,2 y < 3} eAareunido 
de Ay e Ao. Determine o centro de massa de A. 


Determine o centro de massa do conjunto —1 x < 3 e 0 = y & (x + 7. (Sugestão: Resolva 
o problema no plano (и, y), com и = x + 1.) 


Utilizando o Exercício 9, estabeleça, para gráfico de função, resultado análogo ao do Exercí- 
cio 10. 
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EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE 
1.º ORDEM DE VARIÁVEIS 
SEPARÁVEIS E LINEARES 


14.1. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS: ALGUNS EXEMPLOS 


As soluções de muitos problemas que ocorrem tanto na física como na geometria depen- 
dem de resoluções de equações diferenciais. Vejamos alguns exemplos. 


EXEMPLO 1. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x de modo que, em cada instante 
t, a velocidade é o dobro da posição. Qual a equação diferencial que rege o movimen- 
to? 


Solução 


Neste problema, o que nos interessa determinar é a função de posição x = x (0). De acor- 
do com o enunciado do problema, o movimento é regido pela eguação diferencial de 1.5 
ordem 


Conforme o Exercício 2 da Seção 10.1, as funções que satisfazem tal equação são da for- 
ma x = ke”, k constante. Assim, a função de posição do movimento é da forma x = ke”. ш 


EXEMPLO 2. Uma partícula de massa т = | desloca-se sobre o eixo x sob a ação de uma 
única força, paralela ao deslocamento, com componente (x) = —x. Qual a equação dife- 
rencial que rege o movimento? 
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Solução 


Pela lei de Newton 


Uma solução desta equação é uma função que é igual à oposta de sua derivada segunda, 
Por exemplo, (sen 0” = —sen 1, assim x = sen t é uma solução da equação. Veja, sendo 
x = sen t, para todo f, 


d2 
23 + x = (sen t)” + sen t = 0. 
(2 


A função х = cos t é também solução (verifique). Veremos posteriormente que as fun- 
ções que a satisfazem são da forma x = А cos t + B sen t, com e В constantes. . 


EXEMPLO 3. Determine uma função y = f (x) que satisfaça a propriedade: o coeficiente 
angular da reta tangente no ponto de abscissa x é igual ao produto das coordenadas do ponto 
de tangéncia. 
Solucáo 
Se f é uma tal função, para todo x no seu domínio 
Ро) = x f (a). 


Assim, a função y = f (x) procurada é solução da equação diferencial de 1.º ordem 


Чу 
& 


Veremos mais adiante como determinar as funções que satisfazem tal equação. ". 


14.2. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE 1.º ORDEM DE VARIÁVEIS 
SEPARÁVEIS 


Por uma equação diferencial de 1.º ordem de variáveis separáveis entendemos uma equa- 
ção da forma 


dx 
Ф 250800 


onde g e h são funções definidas em intervalos abertos Гу e 1,, respectivamente. 
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Uma solução de (1) é uma função x = x (4) definida num intervalo aberto 1,1 C L, tal 
que, para todo t em 7, 


x (0) = g (D) h (z (p). 


dx 
EXEMPLO 1. p = tx? é uma equação diferencial de 1.º ordem de variáveis separáveis. 


Aqui g (0 = te h Q) = x. " 


dx 
EXEMPLO 2. AE = 1? + x? é uma equação diferencial de 1.º ordem, mas não de variá- 


veis separáveis. . 


EXEMPLO 3. Verifique que x (f) = 3A —1 << 1, é solução da equação = = fr?, 
= t 


Solução 
Precisamos mostrar que, para todo z em ]— 1, Ц, 
x O= t [x (op. 


Temos 


Раа УЕ КЕ. 
а zu] as 


Logo, para todo t em ]—1, Ц. 


x (D = r x (P 


ой seja, x (1) = PDT 21 < t< 1, é solução da equação. . 


Na equação (1), x está sendo olhado como variável dependente e т como variável inde- 
pendente. A equação (1) pode também ser escrita na forma 


d 
eo) 


onde, agora, y é a variável dependente e x a independente. 
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Exercícios 14.2 —— === == 225 


1. Assinale as equações diferenciais de variáveis separáveis. 


dx d 
а) — зах b € 2l x>0 
dt dx x 
суз 214.4 d)— =x+t 
dt dt 
dy x+y dx 2 
е) == — —x(ü tr 
da x41 P : 


2. Verifique que a função dada é solução da equação dada. 


т тоо dx 2 
a)x(D-tgt, —— <t<=,e==1+x% 
ух c gt —7 ат 

а 
bye) = > лу? 


e: 2X. 
x +l dr 


dro LE 2qgi-148 
dt 


dx 
dx =1,t > 0,е — = 
dt 


х2 


da 
ду= е2 е = y 
ах 


3. Determine as funções constantes, caso existam, que sejam soluções da equação dada. 


o € ier by € = 2 
dt dt 
dy 2 dy 2 
L=Y+2y+1 2 =]+ 
c) dw э d p y 
dx dx x 
Qu 16-0) DET 
14.3. SOLUÇÕES CONSTANTES 
Consideremos a equação de variáveis separáveis 
dx 
Ф —=80h(G) 


dt 


com g е h definidas em intervalos abertos 1, e 1), respectivamente, e g não identicamente 
nula em 1. 
Consideremos a função constante 


@ x(@0=a,t€ h. 
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Se h (a) = 0, então x (0) = a, t € Ii. será solução de (1) (рог qué?). Reciprocamente, se 
O) for solução de (D, devemos ter para todo t em 7 1 
0 = р (0) А (а) 


e como g (t) não é identicamente nula em Лү, resulta h (a) = 0. Assim, 


X(D = a, t € Ij (a constante) é solução de (T) se, e somente se, a for raiz da equação 
h(x) = 0. 


EXEMPLO 1. Determine as soluções constantes de a =1(1— x). 
t 


Solução 
hQ)21-x5ho) 20e 1 — x? = 0. Como 
1-3 =061=10ux=-1 
resulta que 
x= lex 5-1 


são as soluções constantes da equação. " 


2 


EXEMPLO 2. A equação = = 4 + x“ não admite solução constante, pois й (x) = 4 + 12 


não admite raiz real. и 


Exercícios 14.3 == 


Determine, caso existam, as soluções constantes. 


"m . 
1 lg i9 gs 

dt dt 

d 
з. Ж шаа +) ae E 

dr dr x 

2 2 

& 2-1 5.1 
são q 

dt x dt f 


14.4. SOLUÇÕES NÃO-CONSTANTES 


O teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstração é deixada para o Apêndice 4 
nos será útil na determinação das soluções não-constantes. 


446 Um Curso de Cálculo — Vol. 1 


Teorema. Seja a equação 


dx 

— —g(nh(x 
° a S (0 по) 
onde g e h são definidas em intervalos abertos / e I>, respectivamente, com g conti- 
nua em I, ей’ contínua em І). Nestas condições, se x = x (f), t € 1, for solução não- 
constante de (Т), então, para todo tem T, h (x (0) * 0. 


шин 


Vejamos, então, como determinar as soluções não-constantes de (Т), supondo que ge h 
satisfaçam as condições do teorema anterior. 
Suponhamos que x = x (f), f € I, seja uma solução não-constante de (Т); assim, para todo tem 1, 


x (07 g @ h (х (D) 


ou 


x'(0 _ 
Ф NS 


Seja J = (x (011 € Г}; J é um intervalo, pois х = x (f) é contínua. Observe que para todo 


x em J, h (x) # 0. A função Е sendo contínua em Ј admite uma primitiva Н (х), neste 
x 


intervalo: H' (x) = TON x € J. Segue que, para todo t em 7, 
х 


@ Hom) = (x 0) 
Resulta de (2) е (3) que, para todo t em 1, 
@ [H œ О) = в @). 


Sendo G (1) uma primitiva de g em 7, segue de (1) que existe uma constante K tal que, para 
todo t em 7, 


(5) Н (х@уу= G (5 + k. 


1 
Como h (x) + 0 em J e pelo fato de h ser contínua, segue que mM mantém o mesmo 
x 


sinal em J, logo, H é estritamente crescente ou estritamente decrescente em J e, portanto, 
inversível. Sendo % a função inversa de H em J, resulta de (5) que 


х(0= %(G(D) + h, t€ I. 
Por outro lado, deixamos a seu cargo verificar que toda funçào do tipo 


xÒ = 2 (G (b) + k) 


Р m 1 : 
é solução de (Т), onde % é a inversa de uma primitiva de бүре num intervalo em que 
x 


h (x) + 0, G (t) uma primitiva de g (£) num intervalo / C J, ek uma constante. 
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14.5. MÉTODO PRÁTICO PARA DETERMINAR AS SOLUÇÕES 
NÃO-CONSTANTES 


Seja a equação 


dx 


Ф wg TE DA) 


com g e h nas condições do teorema da seção anterior. O quadro que apresentamos a seguir 
fornece-nos um roteiro prático para determinar as soluções não-constantes de (1). 


о0о) 


ux = g (f) dt (separação das variáveis) 
h (x) 
dr _ 
ro lena 


Н(х) =GA+k 


EXEMPLO 1. Resolva a equação 


Solução 
Inicialmente, vamos determinar as soluções constantes. 
һ(х) =х;х^=0‹ех=0. 


Assim, x (t) = 0 é a única solução constante. 
Vamos, agora, determinar as soluções não-constantes. 
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Como g (t) = te h' (x) = 2x são contínuas resulta 


х( = 0 


c 
) = k constante 
a ; 


é a família das soluções da equação. 


EXEMPLO 2. Com relação à equação do exemplo anterior, determine a solução que satis- 
faça a condição inicial dada. 


a)x()20 b)x(0)=1 c)x (0) = =1 
Solugáo 


a) A solução constante x (1) = O satisfaz a condição inicial x (1) = 0. 


-2 
SÓ =1. 
b) x (t) LET ex(0) 


Assim, 


1= ou k-— -1. 


Segue que 
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satisfaz a condição inicial dada. (Lembre-se: o domínio de uma solução é sempre um inter- 
valo; no caso em questão, tomamos —/2 < 1 < 4/2, pois o domínio deve conter t = 0.) 


o 
)- 0) = ~1. 
с) x (0 332 ex(0) 
-2 
= К= 1. 
ET 
Segue que 
m" 
х( = pai t€ R 
satisfaz a condiçào inicia] dada. п 


EXEMPLO 3. Resolva = =, 


Solução 
x(t) = 0 é a única solução constante. 


Determinemos, agora, as soluções não-constantes. 


A 
x 


a 
x 


=| 2а 


{х= eh e3 


ou 
Ë 
= ko e 3 , ko > 0 (ko = ей). 
13 13 13 

Ѕех> 0, х= k2e3 esex<0x=-—kge3,seguequex= кез, К + Oreal qual- 

quer. Para k = 0), temos a solução constante х (f) = 0. Assim 

B 
x(t) = ke? ,kreal, 


é a família das soluções da equação. ч 
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EXEMPLO 4. Determine a fungáo y = f (x) tal que f (1) = 1 e que goza da propriedade: o 
coeficiente angular da reta tangente no ponto de abscissa x é igual ao produto das coordena- 
das do ponto de tangéncia. 


Solução 


Para todo x no domínio de f devemos ter 


Р (0 = хро). 


Assim, a função procurada é solução da equação 


Temos 


Xx 
nlyl= É +k 
ИЕ; 


Parak = — > a condição y = 1 para x = 1 estará satisfeita. Assim, a função procurada é 


EXEMPLO 5. Determine o tempo necessário para se esvaziar um tanque cilíndrico de raio 
2me altura 5 m, cheio de água, admitindo que a água se escoe através de um orifício, situ- 


ado na base do tanque, de raio 0,1 m, com uma velocidade v = q 28h 2gh m/s, sendo h a altura 
da água no tanque e g = 10 m/s! а aceleração gravitacional. 


Solução 
. Seja h = h (f) a altura da água no instante г. O volume V = V (1) de água no tanque no 
instante f será 
V()=4rTk(0) 
e assim 
dV _ de dh. 


Ф dt ҮЛ 


Por outro lado, supondo Ar suficientemente pequeno, o volume de água que passa pelo 
orifício entre os instantes t e f + At é aproximadamente igual ao volume de um cilindro de 


base лт^ (r raio do orifício) e altura v (t) Ar (observe que a água que no instante r está saindo 
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pelo orifício, no instante t + Аг se encontrará, aproximadamente, a uma distância v (f) At do 
orifício, onde v (f) é a velocidade, no instante £, com que a água está deixando o tanque). 
Então, na variação de tempo Af, a variação AV no volume de água será 


AV=-—v(0) ar Ar. 
É razoável, então, admitir que a diferencial de V = V (f) seja dada por 
dV = —v() r di 


ou que 
Q db -v( ar. 
dt 
De (D e Q) resulta 
4m dn = —v(f) ar. 
dt 


Sendo u= -/20 er = 0,1, resulta que a altura h = h (f) da água no tanque é regida pela 
equacáo 


4 а = —0,01 20h, h > 0. 


Temos 
[Lam a 


800 
Nj 


De À (0) = 5, resulta k = 400. Assim 


Jh = — +k. 


5 2 
h= —— (—t + 4002. 
4002 ‹ é 


O tempo necessário para esvaziar o tanque será então de 400 segundos ou 6 min 40 s. ш 


EXEMPLO 6. Uma partícula move-se sobre o cixo x com aceleração proporcional ao qua- 


drado da velocidade. Sabe-se que no instante f = 0 a velocidade é de 2 m/s e, no instante 
t= 1, 1 m/s. 


a) Determine v = v (p), t z 0. 
b) Determine a função de posição supondo x (0) = 
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Solução d 
olução даа: d Z= -20-10 
А 
a) O movimento é regido pela equação 2 : 
t dy y 
€) — = –,х> 0 J == =,х> 0 
dv _ a de х dx x 
P dx d 
б == =é-1 п = 
onde a é a constante de proporcionalidade. di dx 
) 4 2р ) 23 Int 
d ГА ратуе ea j — =n 
| =) a dt dt 
v? dy 14» ds 
) == x0 m) — = te ° 
der +k dx x dt 
x = at ) du v 420 ) dx tx 
na — = 
do и? а 1+2 
ou 
dy 2 т т de t 
p) — COS у, -—— < y < — Q) sar i SIS 
2-1 ах 2 2 d cox 2 
4 4 
SER PESANTE E E $2 24-9 
2 2 di 
Para z = 0, v = 2, assim aw C Ф 
1) — = — (С constante) и) — = ax (х + 2) (a constante) 
-1 1 dv Y di 
2= —ouk= 77 - R un 
k 2 2. Determine y = y (x) que satisfaça as condições dadas. 
Para t = 1,v= 1, assim d : d 
а) € =«Уеу(0у=1 b € =у?2-4еу()=2 
-1 1 dx dx 
1= оша = ==" dy 2 1 dy 2 
1 2 с) — = 3y еу(@ = – —— = у -– 46у(0) = ! 
ses pm y e y (0) 2 т y » (0) 
av 14 
Portanto, 3. Suponha que V = V (p), p > 0, satisfaça a equação Em = —— (yconstante). Admitindo que 
р ЭР 
v= Вон 2 0, V = Vi, Vi > 0, para p = р, mostre que У?р = V) ?p,. para todo p > 0. 
prt 4. O coeficiente angular da reta tangente, no ponto de abscissa x, ao gráfico de y = f (x), é pro- 
1 
b) = = zie. t> 0. porcional ao cubo da ordenada do ponto de tangéncia. Sabendo que f (0) = 1ef(1) = = 
а 1-1 


determine f. 


5. Um corpo de massa 10 kg é abandonado a uma certa altura. Sabe-se que as únicas forças atu- 
ando sobre ele sáo o seu peso e uma força de resistëncia proporcional à velocidade. Admitin- 
do-se que 1 segundo após ter sido abandonado a sua velocidade é de 8 m/s, determine a velo- 
cidade no instante t (suponha a aceleração da gravidade igual a 10 n/s?). 


[а= | ha 


х=2(1+0+А 


Tomando-se k = 0, a condição inicial x (0) = O estará satisfeita. Assim, 6. A reta tangente ao gráfico de y = f(x), no ponto (x, y), intercepta o eixo y no ponto de ordena- 
da xy. Determine f sabendo que f (1) = 1. 


= +0. ; i i А 
х0 =2ш(1+) 7. Determine a curva que passa por (1, 2) e cuja reta tangente em (x, y) intercepta о eixo x no 


Exercícios 14.5 


Ч x 
ponto de abscissa ЁО 


1. Resolva 8. Um corpo de massa 70 kg cai do repouso e as únicas forças atuando sobre ele são o seu peso 

e uma força de resistência proporcional ao quadrado da velocidade. Admitindo-se que 1 se- 

a) dx = xt b dy = y gundo após o início da queda a sua velocidade é de 8 m/s, determine a velocidade no instante t. 
dt dx (Suponha a aceleragáo da gravidade igual a 10 m/s?.) 


i 
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9. Para todo a > 0, o gráfico de y = f(x) intercepta ortogonalmente a curva “+ 2y? = a. Deter- 
mine f sabendo que f (1) = 2. 


10. Para todo a > 0, o gráfico de y = f (x) intercepta ortogonalmente a curva xy = a, x > 0. De- 
termine f supondo f (2) = 3. 


11. Determine uma curva que passa pelo ponto (0, 2) e que goza da propriedade: a reta tangente 
no ponto (x, y) encontra o eixo x no ponto A, de abscissa > 0, de tal modo que a distância de 
(x, y) a А é sempre 2. 


а 
12. Verifique que a mudanga de variável и = Е transforma а equagáo ЕДЕ 


па de variá- 
x ах x+y 
2 
veis separáveis du =—— —. Determine, então, soluções (na forma implícita) da equa- 
(I +u) x 
га ДУ S 
$9 д x+y 


-03х 


4 
13. Determine soluções da equação = > . (Sugestão: Olhe para o Exercício 12.) 


dy 


14. Verifique que a mudança de variável и = y — x transforma a equação (y = xy na de 


P du з м $ 
variáveis separáveis de = - 1. Determine, então, soluções da primeira equação. 


14.6. EQUAÇÕES DIFERENCIAIS LINEARES DE 1.º ORDEM 


Por uma equacáo diferencial linear de 1.º ordem entendemos uma equação do tipo 


dx 
= = xg(D) + f(5 
e° EN 
onde g e f são funções dadas, contínuas e definidas num mesmo intervalo /. 
EXEMPLO 1. ER = xt + 1 é linear de 1.º ordem; aqui g () = te f(0 = 1. в 
t 
EXEMPLO 2. e xt? é linear de 1.º ordem (é também de variáveis separáveis); aqui 
g@ = Pe fo = 0. А 


EXEMPLO 3. = = 5x? + sen t não é linear (também náo é de variáveis separáveis). 


Observe que na equacáo linear, tanto a variável dependente como sua derivada ocorrem 
com grau 1. 
Se f (1) = O em Z, a equação (1) é de variáveis separáveis e a solução geral será 


x= ke? (k ER) 
onde G é uma primitiva de g em 1. Por simplicidade, escreveremos 


хэ 80 e R) 


onde S g (1) di estará representando, então, uma particular primitiva de g. s 
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EXEMPLO 4. Resolva a equação = = др. 


Solução 


Trata-se de uma equação de 1.º ordem, linear e de variáveis separáveis. A solução geral é 


2 
х-ю! 5 qem 


ou 
29 
x=ke3. 


Vamos, agora, resolver (Т) no caso em que f (1) não é identicamente nula em /. Observa- 
mos, inicialmente, que 


d ande dx -fendr _ -ЇзЮф _ 
ER [xe 1 Ip x g(t) e 
ae -[в@й 
E х0] : 


Isto 6, 
d —|г 04 -1 27 | - [gto dr 
p [xe ] ЕЛ xg( |е E 


A igualdade acima nos indica um caminho para obtermos a solucáo geral de (1) no caso 
em que f (f) não é identicamente nula em /. Temos que (Т) é equivalente а 


dx 
d -xg(0-f(0. 


(D dt 


Multiplicando os dois membros pelo fator integrante e ! 8 , Obtemos 


Е -x 20] Dhodi ду, jeo 


ou 


Я tre SEDE py ed 
dt 
Daí 


doe 2 
Etre Оа ee fear 
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ou 
ва 1004 ¿feos | fe 1894 a GER 
que é a família das soluções da equação (1). в 
Na fórmula acima, IE dte IE (t) «180 л dt indicam particulares primitivas de 
Oef е 1#'0Ф, respectivamente. 


EXEMPLO 5. Resolva a equação = = 3x +4. 


Solucáo 


[эй 


Aqui g (f) = 3 e f( = 4. O fator integrante é e = e^? Então 


[= - x] e73! ДЭГ 
di 


rep 4,71 
3 
ou 
x= ke” — a 


É claro que você poderia ter aplicado diretamente a fórmula obtida anteriormente. Шш 


Exercícios 14.6 


1, Resolva. 
dx 
a) — = -х+2 b)— =2—1 
t dt 
d —ttt-0 
dt 
dT 
— --2(r-3) 
5 dt 
DE aia ну S = Lay + сов2х 
dt dx 
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dy 
i) — =ylnx os 
dx ? i dx 


. Suponha E, R e C constantes não nulas. Resolva a equação. 


di d 
ar 2-2 or RLil=E 
d C d C 
. Suponha E, R e L constantes não nulas. Determine a solução i = i (0 do problema 
di 
L—+Ri=E 

dt 
i(0-0 


. Um objeto aquecido a 100°C é colocado em um quarto a uma temperatura ambiente de 20°С; 


um minuto após a temperatura do objeto passa a 90°С. Admitindo (lei de resfriamento de 
Newton) que a temperatura T = T (1) do objeto esteja variando a uma taxa proporcional à di- 
ferenca entre a temperatura do objeto e a do quarto, isto é, 


dT 
ur — a(T — 20) (a constante) 
Ч 


determine a temperatura do objeto no instante г. (Suponha 1 dado em minutos.) 


. Um investidor aplica seu dinheiro em uma instituição financeira que remunera o capital inves- 


ас 
tido de acordo com a equação E = 0,08 C. 
Ч 


a) Supondo que o capital investido no instante z = 0 seja Co, determine o valor do capital 
aplicado no instante r. 
b) Qual o rendimento mensal que o investidor está auferindo? (Suponha £ dado em meses.) 


ас 
. Um capital C = C (t) está crescendo a uma taxa p proporcional a C. Sabe-se que o valor do 
Ч 


capital no instante t = 0 era de R$ 20.000 e 1 ano após, R$ 60.000. Determine o valor do ca- 
pital no instante +. (Suponha £ dado em anos.) 


2 БЭ a dm р 
. Um material radioativo se desintegra a uma taxa — proporcional a m, onde m = m (t) $ а 


quantidade de matéria no instante t. Supondo que a quantidade inicial (em + = 0) de matéria 
seja mo e que 10 anos após já tenha se desintegrado 4 da quantidade inicial, pede-se o tempo 
necessário para que metade da quantidade inicial se desintegre. 


. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com aceleração proporcional à velocidade. Admitin- 


do-se que v (0) = 3, v(1) = 2 e x (0) = 0, determine a posição da partícula no instante г. 


. Determine a função y = f(x), x > 0, cujo gráfico passa pelo ponto (1, 2) e que goza da propri- 


edade: a área do triângulo de vértices (0, 0), (x, y) c (0, т), m > 0 é igual a 1, para todo (x, y) 
no gráfico de f, onde (0, т) é a interseção da reta tangente em (x, y) com o eixo y. 


15 


TEOREMAS РЕ ROLLE, DO 
VALOR MÉDIO E DE CAUCHY 


15.1. TEOREMA DE ROLLE 


Teorema (de Rolle). Se f for contínua em [a, b], derivável em la, b[ ef (a) = f (b), 
então existirá pelo menos um c em Ja, bf tal que f’ (c) = 0. 


Demonstragáo 


Se f for constante em [a, b], então f’ (x) = 0 em Ja, b[; logo, existirá c em la, bl tal que 
f' (с) = 0. Suponhamos, então, que f não seja constante em [a, b]. Como fé contínua no 
intervalo fechado [a, b], pelo teorema de Weierstrass, existem Хү e x, em [a, Ё], tais que 
f (xy) e f (x2) são, respectivamente, os valores máximo e mínimo de f em [a, b]. Como 
JG) + f (x2), pois estamos supondo f nào-constante em [а, b], segue que x, ou x» pertence 
a Ja, Ы (estamos usando aqui a hipótese f (a) = f (b), daí f ' (хр) = Ü ou f" (хо) = 0. Portan- 
to, existe c em Ja, b[ tal que f’ (c) = 0. ч 


Exercícios 15.1 


1. Prove que entre duas raízes consecutivas de uma fungáo polinomial f existe pelo menos uma 
raiz de f”. 


ә 


D 


go 


10. 
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Suponha f derivável em R. Prove que entre duas raízes consecutivas de f" há, no máximo, uma 
raiz de f. 


. Sejam fe g contínuas em [a, b] e deriváveis em Ja, Б, com g (х) + O em [a, b]. Suponha, ainda, 


que f (a) = g (a) e f (b) = g (b). Prove que existe c em Ja, b[ tal que f’ (c) g (c) = f (o g (c). 


Suponha f contínua em [a, b}, derivável em Ja, bl e tal que f (a) = f (b) = 0. Suponha, ainda, 


ғо 
с 


que O < a. Prove que existe c em Ja, bi tal que f' (с) = . Interprete geometricamente. 


а , 21 


АРЕВА 


n+1 


Prove que se =0, entáoay + aix * + ар” = (tem pelo menos 
uma raiz em ]0, 1[. 
Suponha f derivável até a 2.º ordem em R e tal que 
fF'QG)* x р) = f(x) para todo x 
f (a) = f (b) = 0 (a < b dados). 
Prove que f(x) = 0 em [a, b]. 


Suponha f contínua em [a, b] e derivável até a 2.3 ordem em Ja, b[. Sejam xg, x, e x, pontos de 
[a, b], com xç < x, < ху, e tais que f (xg) = f (x1) = f (5) = 0. Prove que existe pelo menos 
um c em la, bl tal que f” (c) = 0. 


. Suponha f contínua em [a, b] e derivável até a 3.º ordem em Ja, b[. Sejam xç, x, x; е ху pontos 


de [a, b], com xo < x, < x> < xs, e tais que f (xo) = f (x) = f (xs) = f (xs) = 0. Prove que 
existe pelo menos um c em Ja, b[ tal que f” (c) = 0. Generalize. 


. Suponha f contínua em [a, b] e derivável até a 3° ordem em Ja, b[. Sejam xo, x, e x, pontos de 


[a, b], com xo < хү < x», e P (x) o polinômio de grau no máximo 2 e, portanto, da forma 
20/4117 2; P 8 р 
P (x) = as X“ + a) x + а), tais que 


P (хо) = f o), P x) = fx) е P (6) = f (xo). 
Seja z um ponto de [a, b], com z € (xg, x, ху} e seja а o número real tal que 
ЈО = P O + G х) @ — x) G — x2) a, 


J” (e) 


Prove que existe pelo menos um c em Ja, 2[ tal que œ = ==. 
3! 


(Sugestão: Considere a função 
F G) = }[(х)— P (x) — @ — xo) (x хр) z — x>) w 
e aplique o exercício anterior.) 
Nas condições do exercício anterior, prove que, para cada x em [a, b], existe pelo menos um c 


em ]a, b| tal que 


rooro s EL 


(x— Xp (x = хр) (х = х5). 


Generalize. (Observacáo. О polinómio Р (х) acima denomina-se polinómio interpolador de 
f(x) relativo aos pontos xo, Хү € x, e pode ser obtido rapidamente pela fórmula 
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PO) = (х= хр) (х 732) гүү) y 70) @ — o) (х= xo) (x — x) 


= + 
(xo — x) (ху — х2) Gy — хо) Gu — о G2 — xo) G2 — xp fen 


devida ao matemático italiano J. L. Lagrange (1736-1813). 


15.2. TEOREMA DO VALOR MÉDIO 


Seja f uma função definida em [a, b]. Consideremos a função S dada por 


SG) o fp LEDO uy 
b—a 


O gráfico de S é a reta passando pelos pontos (a, f (a)) e (b, f (b)). Na demonstragáo do 
ТУМ iremos utilizar a função dada por 


g (Q) = (х) — S (a), x em [a, b]. 
Observe quc g (a) = g (b) = 0. 


Teorema (do valor médio — TVM). Se f for contínua em [a, b] e derivável em 
la, b[, então existirá pelo menos um c em Ja, b| tal que 


РФ) - f(a) = f' (c) (b a). 


Demonstração 

Seja g função dada por 

8 Q) = f Q) — 5 Q), x em la, b] 

Como 8 é contínua em [a, b], derivável em la, b[ e g (a) = g (b), pelo teorema de Rolle 

existe c em Ja, Б tal que g' (с) = 0. Temos 
gt -f'QQ)-S es у= £D - f (9 
b-a 

Assim, 


=f' ()- Р) – ў (a). 


870) 
b-a 
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Daí 
poro- O0 „е, 
b—a 
Portanto, 
f —f(a) = f' i) — а). " 


Exercícios 15.2 


1. Sejam / um intervalo, fuma fungáo contínua em / e tal que | f ' (x) ! = M para todo x no interior 
de /, onde M > 0 é um real fixo. Prove que quaisquer que sejam x e y em / 


ІРО) - О) Міх yl 
2. Prove que quaisquer que sejam s e tem (1, +21 
Ins —-Inrlslis — i. 


3. Sejam a < b dois reais dados. Prove que 


b=a 
4. Prove que quaisquer que sejam a e b, a < b, 
arctg b — arctg a < b — a. 
Conclua que para todo x > 0 
arctg x < x. 


5. Seja f : R — R uma função. Dizemos que xo é um ponto fixo de f se f (xo) = Xo. 
4) Determine os pontos fixos de f (x) — xb = Зх. 

DIO = x + 1 admite ponto fixo? 

с) Mostre que f terá ponto fixo se o gráfico de f interceptar a reta y = x. 


a 


. Sejaf: R — Re suponha que f' (х) * 1 para todo x. Prove que f admitirá no máximo um ponto 
fixo. 


м 


. Suponha que g (r) seja uma primitiva de f (£) em (0, 11, isto é, para todo tem 10, 11,600: = /@. 
Suponha, ainda, que /(1) < 1 em ]0, Ц. Prove que 


g (0 — g (0) < tem 10, 1]. 


8. Uma partícula desloca-se sobre o eixo x com função de posição x = q (f). Sabe-se que e (0) = 0 
e p(1) = 1, isto é, nos instantes Ое 1 a partícula encontra-se, respectivamente, nas posições 
x = Оех = 1. Prove que em algum instante c, 0 < c < 1, v (c) = 1. (Sugestão: Observe que 
e (t) = v(r em [0, 1] e utilize o exercício anterior.) 


15.3. TEOREMA DE CAUCHY 


Para motivar geometricamente o teorema de Cauchy, vamos, inicialmente, definir reta 
tangente a uma curva em IR^. 
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Por uma curva em R? entendemos uma função que a cada ғ pertencente a um intervalo; $ 


associa um ponto (g (2, f(£)) em R, onde fe g são funções reais definidas em /. Dizemos que, 
x=8(0) 
y= f (5 


ASH 


são as equações paramétricas da curva. 


EXEMPLO 1. Seja a curva de equações paramétricas x = 1, y = Р, tem R. Quando г varia 
em R, o ponto ( 1^) descreve a parábola у = х2. 


EXEMPLO 2. Seja a curva de equações paramétricas x = cos f, у = sen t com t € [0, 2]. 
Quando t varia em (0, 277), o ponto (cos г, sen r) descreve a circunferência xb y -1, 


y 


(cost, sen f) 


Suponhamos, agora, f c g deriváveis em /, y € Ге g ' (tp) + 0. Vamos definir reta tan- 
gente à curva no ponto (g (to), f (£9). 


e Gf» 


\ 


EMI) 


O coeficiente angular da reta secante s, é 
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fO- F, 
8 (t) — g (to) 


Nada mais natural do que definir o coeficiente angular da reta tangente à curva no ponto 
(g (ig). fp) como sendo igual a 


f @)— f (to). 
тә g (D — 8 (to) 
Temos 
fO- f o) 
fO- f to) im tt а). 
1519 8 0)-800) 15% 80)-800)  g'(tg) 
t— to 


Definimos, então, a reta tangente à curva em (g (to). f (to)) como sendo a reta que passa 


por este ponto e que tem coeficiente angular f ын . A equação da reta tangente à curva 
8 Vo 
em (g (tg), f (t9) é então 
“(4 
y f (o) = Ро (х — g (10). 
8700) 


Suponhamos, agora, fe g contínuas em [a, Р], deriváveis em Ja, b[ e 8' (0 40 em a, bl. 
Observe que as condições apresentadas anteriormente implicam g (a) É g (b). 


g(a) gl) £ (b) 


РФ) уба) 
8 (b) — 8 (a) 
Vemos, geometricamente, que existe um ponto (g (c), f (c) tal que a tangente neste pon- 
to é paralela à reta 5. O coeficiente angular de Té f u . Entáo, para este c, 
c 


O coeficiente angular da reta S é 


f b) f (a) fo, 
g(b)=8g (a)  &'(o 
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Teorema (de Cauchy). Se fe g forem contínuas em fa, b] e deriváveis em Ja, A, 
entáo existirá pelo menos um c em Ja, b[ tal que 


ГРАФ) - fl) 187 (с) = Lg (Р) — 2 COT£' (с) 

ou 
f O) — f (a) fo 
g(b)—g(a) 8' (с) 


‚ ве g (b) = g (a) e g' (с) + 0. 


16 


Demonstração 
Seja h (х) = [f (6) — f (a)] g @) — [g (b) — g (DI f œ), x E [a b]. 
h é contínua em [a, b] e derivável em Ja, bl 
|, (a) = h (b) (verifique). 

Pelo teorema de Rolle, existe c em Ja, b[ tal que h' (c) = 0, daí 

[f (b) — Ha) g (0) — [g 6) — g 01 (0 = 0 
ou seja, 

[f (b) — f (a) g' (с) = [g (0) — g ал? CO. 


Observacáo. Fazendo, no teorema acima, g (x) = x, obtemos o TVM. 


FÓRMULA DE TAYLOR 


16.1. APROXIMAÇÃO LOCAL DE UMA FUNÇÃO 
DIFERENCIÁVEL POR UMA FUNÇÃO AFIM 


Seja fuma função derivável em xy e seja T dada por 
T (x) = f (xg) + f' (xo) (x — xp). 


O gráfico de T é a reta tangente ao gráfico de f em (xo, f (xo). 


© Јо) f (zo) + F’ (xo) (x — xo) + E (z), x € Dy. 
Т (х) 


Observe que, рага x * xg. 


Е (х) _ f G) f (xo) 


X-— ху X= x0 


= f' Go) 


Para cada x € Dp seja E (x) o erro que se comete na aproximação de f (x) por T (x): 
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daí, 
lim EO q 


хох X ХО 


ou seja: quando x — хр, o erro E (x) tende a zero mais rapidamente que (x — хо). 
A função 


TO = f (o) + f' (50) (x xo) 


é a única função afim que goza da propriedade de o erro E (x) tender a zero mais rapidamen- 
te que (x — xo). De fato, se S (x) = f (xg) + m (x — xp) for uma função afim passando por 
(xg, J (xo)) tal que 


Ро) = f (xo) + m (x — xp) + E (a), x € De 


onde lim Е о) 
x39 Х X0 


= 0, então necessariamente m = f'' (xg). (Verifique.) 


Segue que, se f for derivável em xo, 
т) = f@o) t f Gg) G — x9 
é a função afim que melhor aproxima localmente a f em volta de хо. 
A função T acima é uma função polinomial de grau no máximo 1; será do grau 1 se 
17 Очу) + 0. Assim, Té o polinômio de grau no máximo 1 que melhor aproxima localmente 


a f em volta de xo. 
Observe que os valores de fe T em xo sáo iguais, Бет como os de suas derivadas: 


FE) = T @o) e f Gg = T ' (xp). 
O polinómio 
Р(х) = Оо) + f (о) ( — x9 
denomina-se polinômio de Taylor de ordem 1 de f em volta de xs. 


O próximo teorema fornece-nos uma expressáo para o erro E (x), que aparece em Dem 
termos da derivada 2.º de f. 


Teorema, Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo Ге sejam x, xy € 7. Então, 
existe pelo menos um x no intervalo aberto de extremos x e xç tal que 


Ро) = f Gg) + f Go) к xo) + En (x = xp. 
QOEM LEES, 


E(x) 
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Demonstragáo 
EQ) = f @) — [f Go) + f ' 6)  — х0)]. 
Assim, 
E Go) = Ü e E' (xg) = 0. 


(Observe que E ' (x) = f (х) — f (x), pois f (xo) ef” (xp) são constantes.) 
Seja h (x) = (x — х0); segue que 


h (zg) = 0 ë h ' (xp) = 0. 
Temos 


EQ) _ EQ) Eo) 
h)  hQ)-h(o) 


Pelo teorema de Cauchy, existe x) no intervalo de extremos xq e x tal que 


E (a) EG) 
HO GD 


Tendo em vista E ' (ху) = A” (xp) = 0 


EG) _ Е) Ехо), 
h (x) h’ (xp) — h' (хо) 


Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe x no intervalo aberto de extremos xo ë Хү 
tal que 


EQ) _ JO). 
h(x) 2 
Portanto, 
E(x)- D (x — xp? 


para algum x no intervalo aberto de extremos x e xp. a 
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EXEMPLO 1. Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo / e seja Хо € I. Suponha que 
existe M > 0 tal que | f” (x) | < M para todo x € Z. Prove que para todo x em 1 


1/00 POIS A cag 


onde P (x) = f (xg) + /' (xg) G — xo) 
Solução 


De acordo com o teorema, existe x entre x e xg tal que 


го) Pa I 


x — ху)” 
ou 
О) = P Q) = SIM agf 
daí 
FO- РІ 1х убх в 


EXEMPLO 2. Avalie In 1,003. 
Solução 

Seja f(x) = In x. O polinômio de Taylor, de ordem 1, de fem volta de xy = 1 é: 

Po)-fQ)*f'(Dx- Dn 
e como, f (1) = 0ef' (D = 1, resulta 
Р(х) = х ~ 1. 
Assim, 
fG.003) = P (1,003) 
ou 
In 1,003 = 0,003. 
Interprete graficamente este resultado. 


Avaliação do erro 


roles 
X X 
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Segue: 
177 (ху! = l para x z 1. 


Pelo exemplo anterior, 

ІО) —Р(д\& 5 ll 
Para x = 1,003 

If (1,003) — Р (1,003) | = 0,0000045. 
Assim, o módulo do erro cometido na aproximação 


In 1,003 = 0,003 


é inferior a 107°. Observe que 0,003 é um valor aproximado por excesso (faga os gráficos 
de fe de P e confira). п 


Exercícios 16.1 == == 


1. Calcule o polinômio de Taylor de ordem 1 da função dada, em volta de хү dado. 


410) 7 Vx. x97 1 
дуо) = Vx, xy =8 


b) f (х) = sen x, xg = 0 
d) f G) = e, xg = 0 


e) f @) = cos 3x, xo = 0 f. f G) = җ= 0. 
1+х 
2. Calcule um valor aproximado e avalie o erro. 
а) 4,001 b) 3/32,002 с) sen 0,02 
d) 200 e) cos 0,01 f) 1n 0,99 


16.2. POLINÓMIO DE TAYLOR DE ORDEM 2 


Vimos que o polinómio de Taylor, de ordem 1, de fem volta de xç, tem em comum com 
fo valor em x, е o valor da derivada em xg. 

Suponhamos que f tenha derivadas até a 2.* ordem no intervalo / e seja x; € /. Vamos 
procurar o polinómio P, de grau no máximo 2, que tenha em comum com fo valor em xo, o 
valor da derivada 1.* em xq € o valor da derivada 2.* em хо. Queremos, então, determinar Р, 
de grau no máximo 2, tal que 


fg) =P Gg. f' Go) = P ' Gg ef" Gg) = P" (о). 
Podemos procurar P da forma 


P (д) = Ao + A @ xp) + Ao — ху)”. 
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Como P (ху) = Ag, devemos ter Ag = f (xo). 


P'(x) = A, + 2А, (х — xp) 


Р"(х) = 
Daí, Р’ (ху) = Aj e P” (xp) = 24). Segue que devemos ter 


A = f' Gg 


n lo 
24) = f” (xp) ou Az = 27 Go). 
O polinómio procurado é entào 


2 


(x — х0). 


© Р) 7 f(q) * f' a (cap + 100) 


O polinómio Q) denomina-se polinómio de Taylor, de ordem 2, de f em volta de xo. 

Observe que fe P admitem а mesma reta tangente em (xp, f (ху). Como P" (xp) = f " (xg, 
segue que se f” (хо) + О e f" contínua em хо, para x próximo de xo, os gráficos de f e Р 
apresentam concavidades com mesmo sentido. E razoável esperar, entáo, que, para x sufi- 
cientemente próximo de xp, о polinômio de Taylor de ordem 2 aproxime melhor f do que o 
polinómio de Taylor de ordem 1. 


EXEMPLO 1. Seja f(x) = e”. Determine os polinômios de Taylor, de ordens 1 e 2, de f em 
volta de хо = 0. Esboce os gráficos de fe dos polinômios. 


Solucáo 


Indiquemos por P, e P; os polinómios pedidos. 
Temos 


P I @) =f + f' (0) (x — 0) 


Руб) 7 (0) +/' 096—0) + LO ao). 
De f’ (х) = f” (0) = el, segue f” (0) = f" (0) = 1. 
Assim, 


Рү(д=1+х 


P.G) =1+х+ i5 
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Seja P o polinómio de Taylor, de ordem 2, de fem volta de xo. Para cada x em р, seja 
E (x) o erro que se comete na aproximação de f(x) por P (x). Assim, para todo x em Dy, 


fo) 7 fo) €f 9 + 100 o ay? + EG) 
ou 
Eww- [rop (хо) (1 — ху) 200) 09 (z — з)? | 

Temos: 
Е' (у) 2 о) - L£' Gg + о) (x — xo) 1 
E" Q) = f" (Ó — f” G3) 
E" @) - f" 09 

Assim, 


E (o) = Е' (ху) = E” (xg) = 


O próximo teorema fornece-nos uma expressáo para o erro E (x) em termos da derivada 
de 3.* ordem de f. 


Teorema. Seja f derivável até a 3.º ordem no intervalo Ге sejam xo, x em 7. Então, 
existe pelo menos um х entre x e xy tal que 


ТОО = fGo) + f (zo) (x — xo) + £09 G = у " 8 LO. 528 


Е (х) 


Demonstracáo 


E (ху) = Е' у) = E” Go) = 0e E” (х) = f" w. 
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Sendo h (x) = (x — xo, 
h (xq) = һ' (0) = h” (xp) = 0 e h” 0) = 6 = 3! 
Temos 


EQ). Еб) EG) 
й(х) А0) – А0) 


Pelo teorema de Cauchy existe Хү entre x e xo tal que 


EG) EG, 
RO HG) 


Temos 


EG) EGO E' Qo). 
RG) GD) 


Pelo teorema de Cauchy, existe Хэ entre xy e xj tal que 


EM ЭРЭН СЭЭ 
AG) h"a) 


De E" (xo) = 0 = А" (x9) segue 


EQ) _ E" G3) - E" Go). 
hQ) HH" (хо) 


Novamente, pelo teorema de Cauchy, existe X entre х2 € xy tal que 


EQ) ED, 
h (x) h" (x) 


Como 


E"(x)-f"(x)eh"(x)-3 


EXEMPLO 2. Seja f derivável até a 3º ordem no intervalo / e seja хү € 7. Suponha que 
existe M > O tal que | f” (x) | = M para todo x em 1. Prove que, para todo x em 7, 


Ps х=? 
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onde 
Р(х) = Род) + f' (Gp (x х0) + En (к x). 
Solução 


De acordo com o teorema anterior 


ro-ro 2-00 


(= x= +” Elx- xo É. 
Daí, para todo x em 1, 

109 = Pes Ela so Ë, А 
EXEMPLO 3. Calcule um valor aproximado рага In 1,03 е avalie o erro. 


Solugáo 


Seja f(x) = In x. Vamos utilizar o polinômio de Taylor de ordem 2 em volta de xy = 1. 


РОу-Т0) 4700) «-1) + DO (к = 1). 


Def' (x) = L ef" (x) = - 2. seguef'(1)= 1ef” (1) = —1. Assim, 
x 


PQ)=0+G-D- 50-17 


ou 
Р() = (0-10) - 3 (х= 1). 
Temos Д 
In 1,03 = Р (1,03) | 
mas, | 
P (1,03) = 0,02955, 
logo | 


In 1,03 = 0,02955. 


Avaliação do erro 


J“ Q) = 25 assim, | f” (x) | = 2 para х = 1. Pelo exemplo anterior, 
x 


Ife) — Р (х) = Zis- 10, para x > 1. 
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Segue que 


1f(1,03) — P (1,03) 1 < i à 0,02? 


ou 
1f (1,03) — P (1.03) | < 0.000009. 
Assim, o módulo do erro cometido na aproximagáo 
In 1,03 = 0,02955 
é inferior a 1077. (Observe: 0,000009 = 9 - 1079 < 107°.) 
f"Q) 
3! 


Como, para x > 1, E (x) = (x— 1? > 0, segue que 0,02955 é uma aproxima- 


ção por falta de ln 1,03. а 
EXEMPLO 4. Calcule um valor aproximado para 3/7,9 e avalie o erro, 
Solucáo 


Seja f(x) = Yx. Vamos utilizar o polinômio de Taylor de ordem 2 em volta de xy = 8. 


PASOI (8 — 9 + — cg 
De 
2 5 
1 -2 => 
Ро) = 3* 3 ef" 0) = -23 3: 
segue que 
, 1 1 -2 E 
Р) = = "(8) = = 
3888 nO sam 144 
ра 
Рд=2+-С(к-8)- L («80 
12 288 
logo, 
0,1 _ 0,01 
P(19)=2- — -——— = 
(7.9) 12 288 1,9916319. 
Assim, 


37,9 = 1,9916319. 
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Avaliação do erro 


8 
10 73 10 
m ES 3 n = — 
f” (x) 27 X ou f" (x) » Ja А 


Neste problema, interessa-nos o intervalo de extremos 7,9 e 8. Como 1,85 = 5,832 < 7,9, 


3,83 < Vx 


segue que, para todo x, 7,9 < x <€ 8. 


e, portanto, 
азу « Ye 
Daí 


10 


< —— 19 <x<8 
27 - (1,8% 


10 
27 4х8 


e, portanto, para 7,9 < x = 8, 


8 gc gw 
fe) POS араг 579 


e daí 


1709) — Р(1,9)\< Jo? 210-5 
š ү 81 - (1,8) i 


(Observe: 81- аах > 1.000 > < 107?.) Deste modo, o módulo do erro co- 


216 
81-(1,8)8 
metido na aproximação 

3/7,9 = 1,9916319 
é inferior a 1077. . 


Observação. A escolha de 1,8 foi feita por inspeção. Poderíamos ter escolhido 1,9, pois, 


10 
| tal que 


a < 7,9. Com a escolha de 1,8 conseguimos um M»0|M-———& 
27. (,8) 


< M para 7,9 = x < 8, o que nos permitiu utilizar o Exemplo 2. Eviden- 


10 
"о = 
d | PERI 
temente, quanto menor o M, menor será a majoração para o erro. Neste problema, a esco- 
Iha de 1,9 seria preferível. Se tivéssemos escolhido 1,9, chegaríamos à conclusáo de queo 
erro cometido na aproximação é, em realidade, inferior a 10 °”. Observe, ainda, que, para 
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79 <x<8 Е(х)= / a («-82<0,0 que mostra que 1,9916319 é aproximação 


por excesso. 
Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo Ге seja хо € 1. Seja E (x) o erro que se come- 


te na aproximação de f(x) por P (x), onde P (x) é o polinômio de Taylor de ordem 2 de fem 
volta de хо: 


E 


Јо) ад) *f' бу) G — xg) + (кх — xf + E @. 


Vamos mostrar a seguir que, para x — Xp, о erro E (x) tende a zero mais rapidamente que 
(x — ху. De fato, 


lim 5 
хә xy (x — xp)? n (x — xo) 


EQ) Lo А оо) оо) x) - Ea x? 42 
0 


Pela 1.* regra de L'Hospital 


tim ко). tim LÊ G0) 7 f" G9) (x хо) 
x— xo (x — хо) x— х 2 (x — хо) 
qn E DAA „(| 
2 x> xo X — 30 j 
Assim, 
tim EN. 


Provaremos a seguir que 


/" LE 


Р(х) = оо) + f (6) @ — x9) + (x xp? 


é o único polinômio de grau no máximo 2 que goza da propriedade de o erro E (x) tender a 
zero mais rapidamente que (x — xp)”, quando x > xp. 
Seja então 


Јо) = fo) + À (x — xy + B (z — xp + E (0) 


onde 


T 
x> xo (x — Xp) 
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Vamos provar que 


АР буе p= 100). 


De fato, de 
lim E o 5; 70e lim B ын 0 
x— xo (x — xo хәҗ Gt — х0) 
segue 
lim 20-800 
x>x (x- х0) 
e, portanto, 


[to tro хо) ELO o Ls | 140 xo) Bo — may 1 
lim 3 
15% (x — xg) 


=0 


uma vez que 


E) — E| @) = 
-| raa — ao) £09 (e сан [А (x — хо) + B (x x0 1. 
Segue que 
(f! Go) — (x хо) + (£e -8| (к-х? 
lim = =0 
15% (x — x9) 
daí 


LF (xo) = a| илэн шив d (х— хо) 

Н 2 =0 
am 

хә xg x XQ 


o que implica A = f ' (хо) (observe que, se tivéssemos A + f’ (xp), o limite acima não po- 
deria ser zero). Assim 


| £e 2 во») 


lim ————————— = 0 
хэ Хү X— X0 


17 ба). 


e, portanto, B = 2 
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EXEMPLOS. Seja f(x) = — . Mostreque Р(х) = 1 + x + xéo polinômio de Taylor, 
—® 


de ordem 2, de fem volta de xy = 0. 
Solução 


Basta mostrar que E (x) = f(x) — P (x) tende a zero mais rapidamente que x quando 
x 0. 


1 2 
EQ) ТО PG) ER A 
lim = lim 7 = lim 3 
150 x x>0 x x0 x 
3 
= lim — з = lim =0 
хәб x“ — x x201—-x 
Outro processo. Calcular f (0), f” (0) e f” (0) e verificar que 
l + x+ < = f(0) + f' (0) (z — 0) + LO e oy. = 


Dizemos que ф (x) é um infinitésimo, рага х-» xy, se lim q(x)=0. Sejam y (х)е 
Xx xo 


Фү (х) dois infinitésimos, para x ^ xg. Dizemos que q (x) é um infinitésimo de ordem supe- 
rior à de фу (х) se, para x хо, @ (x) tende a zero mais rapidamente que фі (x), ou seja, se 


lim 20). O. É usual a notagáo 


x> хә €] (x) 


ф(х) = o (9; (x)) para x — хо 
para indicar que e (x) é um infinitésimo de ordem superior à de фу (x), para x — xg. 


Assim, sendo q (x) e py (x) infinitésimos para x > Хо, 


lim «ОЛ 0 €» ф(х) = o (Ф @)) para x -> xp. 
x> xo ФІ (x 
Observe que x — xq só é infinitésimo para x — Хо, assim, 
E (x) = o (x — xo) 


significa que E (x) é um infinitésimo de ordem superior à de x — xy, para x — xo. 
Do que vimos anteriormente, segue que 


Q f@)=Tfc@Oo)+ f' Qo) (x — x9) + o (ç — xo) 


G) Ллар *f' орал) + LER Lay! + o (G — xg. 
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Exercícios 16.2 


1. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 2, de f em volta de хоу dado. 


a)f o) — In (1 + x) 


b)f@) = e 
of = Ух 
фо) = sm 
efe = Vx 

J) f G) = sen x 


g) f G) = cos x 


e x=0 
e 49-0 
e у= 

е X970 
e җу=4 
е x=0 
e X970 


2. Utilizando polinómio de Taylor de ordem 2, calcule um valor aproximado e avalie o erro. 


a in 1,3 


€) 43,9 


e) ¿0.03 


2 J/0,8 


b) /4,1 
d) 3/82 
Р sen 0,1 
h) cos 0,2 


3. Mostre que. para todo x, 


1 
a)lsenx— xl = FIL 


2 ү 
совх-|1-3- аз, 
2 | 3 


4. Mostre que, para 0 = x < 1 


b) 


oset (+). 
2 2 
5. Utilizando a relação sen x = х + o (х), calcule 


‚_ senx—x = х2 
а) lim == by dim SRTA 
x20 x x>0 x? 


(sugestão o (x?) é um infinitésimo de ordem superior a х2, para x > 0, isto é 


6. Verifique que 


1 
а)её=1+х+ 512 +005) 
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х? 23 
Бусо х -1- = tolera 


с)ѕепх=х+о ө?) 


Фих-(х-1)- Ze- «oq D) 


1 
xŠ sen — ѕех +0 
52 


7. Seja f (x) = 
0 sex=0 


a) Determine o polinómio de Taylor de ordem 2 de fem volta de xg = 0. 
b) Seja a > 0 um número real dado. Mostre que náo existe M > 0 tal que para todo хет 
[0, a], If" œ) М. 


8. Seja f derivável até a 2.º ordem no intervalo Ге seja xç € 7. Mostre que existe uma função ф (x) 
definida em 7 tal que, para todo x em 7, 


00 0) 


FOES + f° бу) @ — xg) + & —ag + eG) xp 


com lim Ф(3)-0. 
xx) 


9. Seja f derivável até a 2.* ordem no intervalo fechado [a, b] e seja xo € [a, b]. Mostre que existe 
M > 0 tal que para todo x em [a, b]. 


IO- POIS Mix — x É 


onde P (x) = f xg) + f (о) (x х) + E u Go) (x — xy. 


(Sugestão: verifique que a função q (x) do Exercício 8, com ф (Xp) = 0, é contínua em [a, b].) 


16.3. POLINÔMIO DE TAYLOR DE ORDEM п 
Seja f derivável até a ordem п no intervalo Ге seja xy € 1. O polinômio 


/" EM GE 


Р(х) = f Go) + /' Оңу) (6-0) + (x — хо)" 


q LO Go) 
n! 
denomina-se polinômio de Taylor, de ordem n, de f em volta de хо. 

O polinómio de Taylor, de ordem n, de f em volta de xy é o único polinómio de grau no 
máximo п que aproxima localmente f em volta de хо de modo que o erro E (x) tenda a zero 
mais rapidamente que (x — хо)", quando x= хо. (Verifique.) 

O polinômio de Taylor, de ordem л, de fem volta de хо = O denomina-se também poli- 
nómio de Mac-Laurin, de ordem n, de f. 


EXEMPLO I. Determine o polinómio de Taylor, de ordem 4, de f (x) = e* em volta de 
xo = 0. 


Fórmula de Taylor 481 


Solução 
” т (4) 
Рә =/®+у' 060+ Mag, PO „з, £59 од 
0) =  =f0)=1 
FOE ә (0)-1 
о) = 57" (0) = 1 
торе  =f"0)=1 
Ows” fg. 
Assim, 
1 1 1 
Р()=1+х+2 a? рх р LÍ 


EXEMPLO 2. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 3, de f(x) = In x, em volta de 
x= 1. 


Solucáo 
Ро) 00+ 0 а 0 EO = уз 
JG) = In x sf(D=0 
su=l ^ =pa=1 
x 
f'e)=- әу 1 
x 
o= mai 
Assim, 
РОд-(х-1)-4(х-12 44-13 1 
2 3 


Teorema. (Fórmula de Taylor com resto de Lagrange.) Seja f derivável até a ordem 
n + 1 no intervalo 7 e sejam x, хо € I. Então existe pelo menos um X no intervalo 
aberto de extremos хо e x tal que 


ft (х) 


Jf G)= P (x) + AFD 


(x— xo) tl 


onde 


РО) - fep ЖУ O ay ++ 
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Demonstração. Fica a seu cargo. а Assim, para todo x em [0, 1] (tendo em vista a desigualdade acima) 


EXEMPLO 3. Seja f derivável até a ordem n + 1 no intervalo fe seja хо € L. Suponha que 1 1 1 3 
existe M > O tal que, para todo x em 7, e (1ex+ х2 +3 t ”|< n+1 
2 3! n (n +1)! 
(0-1 x 
If (x) 1 = M. bParax= 1 
Prove que, para todo x em 1. 1 1 i 3 
(111. + Pant IE . 
шал PM n! (n+1)! 
If eo PoS put ol 
REDE Precisamos determinar n de modo que 
onde P (x) é o polinômio de Taylor, de ordem п, de f em volta de xo. 3 
«1079. 
Solução (n +1)! 
Segue do teorema anterior que, para todo x em T, existe x entre x е xo tal que Por tentativas, chega-se an = 8 6 < 5) 
š 9! à 
(nt D (= Assim, 
ife) p = |O ay grt! 
(n +1) 25,1,1,1,1,1,1,1 
me emo + AA AAA 
Como para todo x em Z, | f (5) | = M, resulta 2 3 4 5 6 7 8 
xu com erro inferior a 1077. 
Ife) - P (a)! < — Ix xl t. в 3 
(0-1) Observação. Como lim —— —— = 0, segue do teorema do confronto, que 
пә Жо (n + l)! 
EXEMPLO 4. 
К 1 1 1 
t+1+> +>. +> je, 
a) Mostre que, para todo x em [0, 1], > time, | 2 3 nt | Ч 
Mostraremos, no próximo exemplo, que e é um número irracional. 
e +” o 3 НАРС? Р РР 
1 3 пол он EXEMPLO 5. O número e é irracional, 
A ; b -5 
b) Avalie e com erro, em módulo, inferior a 10 7. Solução 
Solução Suponhamos que e fosse racional; assim existiriam inteiros positivos a e b tais que 
a) Sejaf (z) = е. ејб) = f' (2) = f" @) =... =f" TB (x) segue que o polinómio de _ a 
Taylor, de ordem n, de f (x) = e” em volta de xo = 0 é ЫН 
Para todo natural п, 
P(x)=1+x+ ; х? + » x3 +... + L х": 
i n: 


1,1 1 x 
RA a UY т Per quê?) 


Рага xem [0, 1,0 & e& =f0*D(9=e<3, 


А т e a 
De acordo com o teorema anterior, para todo x em (0, 1], existe x entre O e x tal qu e, pelo exemplo anterior, 


1 Ч» О (5) art 


в-(їхээ ld E 
2 3! n! (п + 1! 
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Daí, para todo natural n, 


о -(1+1+2+ b. 3E 5 
b 2 3 


Para n > b e n > 3, temos 


é inteiro pois n > b e b é natural. 


1 s 
B =n! E +1+ 1 +... + 1) é inteiro (por quê?). 
n! 


Assim, A — B é um inteiro estritamente positivo e menor que P que é impossível, 


Conclusão. O número e é irracional. ч 


No próximo exemplo mostraremos que 


onde a > 0 é um real fixo. Este resultado será útil na resolugáo de alguns dos exercícios que 
serão propostos no final da seção. 


n 


EXEMPLO 6. Mostre que lim 2 = 0 onde a > 0 é um real fixo. 


n— +e n 


Solugáo 
a 21 
Tomemos um natural N tal que — <=. 
N 2 
Temos, entáo: 
a 
< 
N+1 2 
a ERA 
N+2 2 
a 1 
<= 
N+p 2 
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e, assim, para todo natural р > 1, 


а? 1? 
(N+D(N+2)...(N+ p) <) ` 
N 


ie а 
Multiplicando ambos os membros por тт vem: 


N+p р N 
a <(5) a 


(N*p! (2) N 


Fazendo n = N + p 


1Y7 N 
De lim (2) = 0, segue que 


пэ +=, 


EXEMPLO 7. Mostre que, para todo x. 


lim [or o = e* 
n — +e 2 3! n! 


Solução 


Para todo x, existe x entre O e x tal que 


A + Lys 
2 3 n! (п +1)! 


Se x > 0, e* <e*, pois x € JO, x[, logo 


n! 


1 1 1 
жш 2 3 
e (iesu Бар ves * | 


xn+1 


Como lim 
n>ate (n +1)! 


= 0, pelo confronto, 


lim ЦЭ +...+—х" |= ех, 
noo 2 
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Sex < 0, е < 0 = 1, pois x Є ] x, [; logo 


De 


im = 0, segue 
пә += (п + D! 


lim (ree Los Lars za =e. 
пЭ +% 2 3! 


Fica provado, assim, que, para todo х, 
А 1 1 

ех = lim |i 

node 2 3 


x3 Sob | 
Esta igualdade é usualmente escrita na forma 
1 1 1 
ež =1+х+-—х? +-—х%+..+—х" +... ч 
2 3 п! 


EXEMPLO $. Mostre que, para todo x, 


А í 2п+2 
ех Е (tee Lam) че? х 
2 3! n! (п +1)! 
Solução 
Pelo exemplo anterior, para todo x = 0, 
2 n+1 
lira o) se E 
2 3! п! (п +1)! 


Como, para todo x, x = 0, resulta, substituindo na desigualdade acima x por x, 


2 х2"+2 


(n3 DU 


е? (+ + +296 цэг 


Para discutir o próximo exemplo, vamos precisar antes estabelecer uma desigualdade para 


b 
integrais. Já vimos que, se f for contínua em [a, b] e f(x) = O em [a, b], então Í fo)dx > 0. 
Segue desta desigualdade que, se fe g forem contínuas em [a, b] e f(x) = g (x) em [a, b), então 


b b 
| fo) ах < Í в (х) dx. (Verifique.) 
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Suponhamos, então, f contínua em [a, b]; assim, | fl também é contínua em [a, b] e temos 
para todo x em [a, b]. 


-IFW sf@) «17001 
daí, 
b b b 
- | If eol des | feas | 1f Gol de 
logo 
| Í ғо) аі f 17001 dx. 


1 Е, 
EXEMPLO 9. Calcule Í ех? dx com erro, em módulo, inferior a 10 E 
0 


Solução 


Рага xem [0,1], ex = e < 3. Segue então do exemplo anterior que, para todo x em [0, 1], 


2п+2 
е (inn lig. + тай | «332 
2 n! (n +1)! 
Temos: 
1 1 1 
Í е? a-f (rete data ore jas “| e (Lens des + 
0 о 2 n! , 0 2 
1 2n+2 
++ Ean) pal See 
nt 0 (n+D! 
Como 
Í 3x2n+2 P 3 
o (n-D! Qn+ 3) (п + D! 
resulta 


3 


ta 1 1 1 
x dy — 1+2 la + »)as === = 
j: e j. ES 5 Ол +3) (n + D! 


o nt 


Por tentativas, chega-se que, para п = 7, 


d 
(n + 3) (п +1)! 
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Assim, 


com erro, em módulo, inferior a 1077 А 


Exercícios 16.3 — EE 


- Determine o polinómio de Taylor de ordem 5 em volta de xç dado. 


Df = senx e X970 
р) РО) = cos х е хо= 0 
о) ғо) = Inx e X9—1 
dfe) = Xx e җ=1 


o 


до) = (а +»° 


2. Sejam n um natural ímpar e f (x) = sen x. Mostre que, para todo x, 


xo = 0, onde a + 0 é um real dado. 


Xx x 
sen x—| x—— +———...+(—1) 2 = 


3 5 m y xr + 2 
gres 
3 5 п! (п + 2) 


w 


. Avalie sen 1 com erro, em módulo, inferior a 1075, (Sugestão: utilize o Exercício 2.) 


4. Mostre que, para todo x, 


3 5 2n+1 
senx= lim A E y AR 
n» 3 5! (2п +1)! 
ой 
3 45 4? 
ѕеп х= х —— + — — 
3! 5! 7! 


5. Calcule um valor aproximado com erro, em módulo, inferior a 10 ^. 


1 1 
a) Í sen x2 dx b) Í e 
0 0 
6. Mostre que, para todo x, 


2 4 6 2n 
q x Ё 
cosx = lim A AS үй Y 
n>+0 ! 


ou 


Cos 1 =1 —— $ === a 
2 4 6 


des p< +a 
7. a) Verifique que | + t + Ë+... += (t * 1). Conclua que, sel tl < 1, 


1-1 


lim (04:42 Жа у= 
n o 
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ou seja, 


1 
— =l1+r+í +... +I +... 
1 


b) Verifique que ] — t + Por (—1)" 0 é o polinômio de Taylor, de ordem л, de 


em volta de 0. 


Lao) 


Sugestáo: Mostre que lim =0. 
150 p 


c) Mostre que a funcáo E (£) dada por 


1 
1-1 


=l-r+ÉË/- Pt. + (UU + E(0 


é contínua em ] — 1, +% [. 
d) Mostre que, para todo x > —1, 


2 3 4 ntl х 
ш(х+їу=х- —+2—-2—+..+(-1у° ^ + кв, 

2: 3 4 n+1 0 

x 1 
Sugestão: In (x + D = Í — dt... 
0 1-1 
21-20 48 4 n+1 
e) Verifique que x — — + — — — +... + (—1)" é o polinómio de Taylor, de 


$ 4 n+l 
ordem n + 1, de In (x + 1) em volta de O. 


8. Determine o polinômio de Taylor, de ordem 5, de g (x) = arc tg x em volta de 0. 


9. Seja f (x) = y 
asos — 


a) Mostre que P (3) = 1 — Pros polinómio de Taylor, de ordem 10, def 
em volta de xg = 0. (Não é necessário calcular as derivadas de f !) 
b) Mostre que a fungáo E (x) dada por 


1 
beat 


=1 e.g uuu a EQ 


é contínua em R. 


c) Olhando para o polinômio do item (a), calcule f ' (0), f '' (0), f ''' (0) etc. 
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10. Determine o polinómio de Taylor, de ordem 11, de 8 (x) = arc tg x em volta de xo = 0. 


AAA, 


х 


B [suena arc tg x = Í 


dt e utilize o Exercício 9. 
Miren ício 9. 


17 


П. Seja f(x) = (1 + x)“, onde a + 0 é um real dado. Determine o polinómio de Taylor, de ordem 
n, de f em volta de xy — 0 e dé a expressáo do erro em termos da derivada de ordem n+1. 


ARQUIMEDES, PASCAL, FERMAT 
E O CÁLCULO DE ÁREAS 


17.1. QUADRATURA DA PARÁBOLA: MÉTODO DE ARQUIMEDES 


Um dos criadores do Cálculo Diferencial e Integral foi o grande matemático grego Ar- 
quimedes, que viveu no século 3 a.C. em Siracusa. Uma de suas inúmeras descobertas foi a 
fórmula para o cálculo da área de um segmento de parábola. Nosso objetivo aqui é obter tal 
fórmula seguindo o raciocínio rigoroso de Arquimedes. Vamos então considerar o segmen- 
to de parábola limitado pela parábola y = x^ e pela corda AB. 


[lKa+2m)`+a2]2 


a acm a+2m 


Fig. 17.1 


Lembrando que em um trapézio o segmento que liga os pontos médios dos lados não- 
(a+ 2m)? +a? 


paralelos é a semi-soma das bases, resulta que a ordenada de M é 2 
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Pela Fig. 17.1, 


_ ka + 2т)? + а?| 


2 — (a + my. 


Ou seja, 


2 


MN = m 


(OK?) 


A altura do triángulo AMN em relação à base MN é m. Também, a altura do triángulo BMN 
em relagáo à base MN é m. Como 


MN = m° 


altura cm relagáo à base MN = m 


segue-se que a soma das áreas dos triángulos AMN e BMN é: 


т? - m mi. 
e =m 


2 


área AAMN + área ABMN = 


Portanto, a área do triángulo ANB é m. Vamos destacar este resultado 


Área do triángulo ANB = nº. 


. Vamos entáo ao cálculo da área do segmento parabólico. A seguir, suporemos A coinci- 
dindo com a origem do sistema de coordenadas. 
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Na Fig. 17.2, o valor de m é b/2. Assim, a área T do triângulo ANB € (p/2)° = b°/8. 


3 
Área do triángulo ANB = = =T 


A área do triángulo ANB é uma primeira aproximagáo para a área do segmento parabó- 
lico ANB. Vamos melhorar esta aproximação. Vamos somar a esta área as áreas dos trián- 
gulos AN,N e ММ,В (Fig. 17.3). 


Área AN¡N = Área NN¿B = (b/AY) = b*/64 
Segue-se que 


Área ANN + Área NN>B = 57/32 = TJA. 


Observe que a soma das áreas dos triángulos AN¡N e NN5B é exatamente ит quarto da 
área T do triángulo ANB. 


Assim, 


r. Lor(1+l) 
4 4 


é uma segunda aproximação, e melhor, para o nosso segmento 
parabólico. 


3b4 b 


Fig. 17.3 


Dividindo, agora, o intervalo [0, b] em 8 partes iguais e somando-se as áreas dos novos 
triángulos obtidos, verifica-se que a soma dessas novas áreas é 271128, que é exatamente 
um quarto da área anteriormente acrescentada, que era de 5/32. 


494 Um Curso de Cálculo — Vol. 1 


Assim, 


т+ ^+ Tisi +z) 
4 42 4 4 


é uma terceira aproximação, e melhor, para o nosso segmento 
parabólico. 


Continuando o raciocínio acima, é razoável esperar que a fórmula para o cálculo de tal 
área seja: 


Área do segmento parabólico = T 0 + 4 ЗЕ = + uj | 


Entáo, para chegar à fórmula para a área do segmento parabólico, é só calcular a soma da 


3 ПИЕ D uA. "ES! 4 
progressáo geométrica infinita de primeiro termo 1 e razáo 4 que sabemos ser 3 (De 


acordo?) Só que Arquimedes nào trabalhava com limites infinitos. Para chegar à fórmula 


" 4 
Area do segmento parabólico = a” 


Arquimedes primeiramente utilizou o seu MÉTODO de descoberta: verificou “por meio de 
uma balança” que o peso do segmento de parábola era exatamente quatro terços do triân- 
gulo ANB (veja referência bibliográfica 1 no final do capítulo). Em seguida, admitiu que o 

4 , P 
valor da área era — T е, por uma dupla redução ao absurdo, provou a sua veracidade. É o 
que faremos a seguir. Temos 


Somando 3 aos dois membros, em seguida dividindo por 3 e por último multiplicando os 
dois membros por 7, resulta 


A -Telo M db uh RE 


O objetivo é entáo provar que a área do segmento parabólico ANB é іт. A prova será 


feita em duas etapas: na primeira, prova-se que a área do segmento parabólico náo pode ser 
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4 Р жыз x : 
menor que 3^ e na segunda, que a área do segmento parabólico náo pode ser maior que 


4 
^ T. Indicando por S a área do segmento parabólico, será provado entáo que $ — 3 T. 


Para a prova da primeira etapa Arquimedes utilizou o seguinte postulado: “A diferenca 
pela qual a maior de duas áreas excede a menor pode, sendo somada a si mesma repetidas 
vezes, exceder qualquer área finita dada”, cujo enunciado moderno é: “Dados os números 
reais x e y, com x > 0, existe um natural m tal que mx > y”, que nada mais é do que a nossa 
conhecida propriedade de Arquimedes. 

Para a prova da segunda etapa, Arquimedes utilizou as duas seguintes propriedades: 


L “Dadas duas grandezas distintas, se da maior subtrai-se mais que sua metade, do res- 
tante mais que sua metade, e assim por diante, acabará restando uma grandeza menor 
que a menor das grandezas dadas. 1 

IL “A reta tangente à parábola у=х no ponto de abscissa a + mé paralela à corda de 
extremidades (a, a^) e (a + 2m, (a + 2m)" (Verifique.) 


Observe que a área do triángulo X YZ é maior que a metade do segmento parabólico X YZ. 
(Vocé concorda?) 


4 
PROVA DA PRIMEIRA ETAPA. (S < rd ) 


Suponhamos por absurdo que 5 « ir. Assim, ST — $ > 0. Pela propriedade de 


Arquimedes, existe um natural n tal que 


e, portanto, 
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Daí, 
T 

Ic > $, 

3 3.4" 
Ou seja, 

Tice top +L ss 
4 42 4 4" 
que é contradição, pois para todo л 
T+ T + г + 2 Jub « S. (Vocé concorda?) 
4 4 4 4" 


PROVA DA SEGUNDA ETAPA. (S > in 


4 š А š 
Suponhamos, agora, $ > ds Das propriedades I e П acima, existe um natural n tal que 


s-(r« Tee ZEE 
4 d а" 
e, portanto, 
s-r im) Ted ae RO | 
4 4 4" 4 4 4" 3.4" 
Segue que 
T+ pika +E>r+ pl EE NEN 
4 4 4" 4 4 4^ 3-4" 


que é uma contradigáo. 


А ГЕРОЕ + 4 
Se a área do segmento parabólico náo pode ser maior e tampouco menor que B T, resul- 
ET 4 халсан лай с 5 
ta que tal área 6 exatamente Е T. Em conseqüéncia, a área da região limitada pela parábola 


3 
y = 2, 0 = x = b, pelo eixo x e pela reta x = bé = 


17.2. PASCAL E O CÁLCULO DE ÁREAS 


Pela fórmula de Arquimedes para a área de um segmento de parábola, segue, como vi- 
mos na seção anterior, que a área da região limitada pela curva y = x^, 0 =< x < b, pelo 


| 


Ч 


i 
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‚5% T : 
eixoxe pela reta x = bé q Passados quase dois mil anos dessa descoberta de Arquimedes, 


Bonaventura Cayalieri (1598-1647) interessou-se pelo cálculo da área da região limitada 
pela curva y = x°, 0 = x b, pelo eixo x e pela reta x = b, com k > 3 e natural. Utilizando 

kil 
o seu método dos indivisíveis, Cavalieri provou, para k de 3 até 9, a fórmula EI 


para 


área de tal região e afirmou que a fórmula era válida para todo k. Nesta seção, utilizando as 
idéias de Blaise Pascal (1623-1662), vamos mostrar como chegar rapidamente e de forma 
maravilhosa a esta fórmula, e na próxima seção veremos como Fermat brincou com esse 
problema. 

Para se chegar à fórmula, divide-se o intervalo [O, b] em n partes iguais e considera-se a 


n 


n 


ME 
soma S(n) das áreas dos retángulos de base b e altura (2) ‚ para í = 1, 2, ..., n (Fig. 


17.5). 


k k k k 
з 2(2) гав (2) ^ 2 (32) E 2 (22) 
п n n n п п n n 
E, portanto, 
k+1 
sm) = 2 (14 +26. 36+... + n). 
n 


Indicando por $; a soma fortes + FA resulta 
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Para resolver o problema, basta determinar o limite de para n tendendo a +=. E isto 


nk E 1 
se faz utilizando a identidade de Pascal, que КОО, uma relação entre as somas S}, $5, 

5. e que será obtida a seguir (veja p. 266 da referência bibliográfica 2 deste capítulo). 

Primeiro, vamos relembrar a fórmula para o desenvolvimento do binômio de Newton, 
Chamamos de binômio de Newton a expressão (A + BY. Observamos que, no tempo de 
Pascal, tal expressão não era, ainda, conhecida como binômio de Newton; aliás, na época 
em que Pascal estava pensando nesse assunto, Newton deveria estar com mais ou menos 12 
anos de idade. Temos 


(A + Ву = + 2АВ + B), 
(А + ВЗ = АЗ + 342B + ЗАВ? + В? 


е, de modo geral, 
A - p= ak + Q Ip+ (Date (arar... E 2 pasto test 


à 
onde (5) € o coeficiente binominal de ordem (k, p) e é dado por 


(T saca 


k zu" А ^ 
Observamos que Ё nada mais é do que o número de combinações de К elementos toma- 


dos p a p. No final da seção, utilizando o princípio de indução finita, que foi praticamente 
estabelecido por Pascal (veja p. 265 da referéncia bibliográfica 2 deste capítulo), provare- 
mos a fórmula para o desenvolvimento do binómio de Newton. 

Para obter a identidade de Pascal, vamos trocar k por k + 1, fazer B = 1, substituir A 
sucessivamente por 1, 2, 3, ..., п e, em seguida, somar membro a membro as igualdades 
obtidas. 


kl. k+l k+l) к+1, k+1 E41 
(1+ 1) = 1 +( 1 ) кы+{ + k Jum 
+1 
k J 


Га 
art ре 1 


(1) + (Күке: 


Somando membro а membro a igualdades acima e observando que (1 + 1) 
na primeira linha et te + pe Ed (ambos na segunda linha) e gt 1 na terceira linha, ..., 
(m — D+ ni +Una penúltima linha e n * ! na última linha podem ser cancelados, resulta 


atott 1 (Fs + (73а. + (к) + у Ds +» 


(no =н PN 


k+1 
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que é a identidade obtida por Pascal, 
Da identidade acima segue que, para k = 1, 


(п +12 = 1+ (Js tn 
(2 
e, portanto (lembrando que Ө = 2), 


б (0312 - (1+) _ @m+Dn ntm, 
l 2 2 2 


Parak = 2, 


@m+1?=1+ e + BE +n. 
E assim por diante. 


Logo, S; é um polinômio de grau 2 na variável n. Observe que $, nada mais é do que a 
soma da progressão aritmética 1, 2. 3, ...,n. Como 5; é do grau 2, pela identidade acima, 5 
será do grau 3 na variável n. Fica a seu cargo verificar que Ss é um polinômio de grau 4 na 
variável n e, de modo geral, S, é um polinômio de grau k + 1 na variável n. Esta observa- 


ção sobre o grau de S; será fundamental no cálculo do limite de E para n tendendo a 
n 


infinito, e é esta observação que, para mim, torna lindo o método de Pascal. Espero que 
vocé concorde comigo! Vamos, entáo, ao cálculo do limite mencionado acima, 
Primeiro, vamos dividir os dois membros da identidade de Pascal por n . Temos 


TD Itn y (kt) S (RM 5-1 Pos (ADS у 
1 1 пЁ+1 \ РА МЭЛ! Б к= 1 "ISI 


"II nk + 
He IE mns 


De 
(пж o pau " (1+ 3 
"s [тл š 
segue que 
. (n+l! 
lim ——n =! 
п 0 PII 


Como os graus de S% _ ,, Sy. 2» ..., S> e S4 são, respectivamente, К, К — 1, ...,3e2, eo grau 
dent * lék 1, segue que o limite, para и tendendo para infinito, de 


Sk-1  Sk-2 52 2 3 
nE ET VERO Un VERTS ueri 
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+ 
é zero. (Vocé concorda?) Como (* 1 ) = k + 1, resulta 


lim 2 15 
n-« nkt! kl 
Conclusáo: 
: D kti Sk pti 
1 SQ) = lim b 7 = . 
IL at= im, ntti k+l 


Observamos que S(n) é uma aproximação por excesso da área da região limitada pela 
curva y = },0 ж x x b, pelo eixo x e pela reta x — b. Por outro lado, 


OY | b(bY | b(2bY b (Db 
sm = (2) + (5) + po 018 ) 
п\п n\n n\n n n | 
(veja Fig. 17.6) é uma aproximação por falta da área em questão. Procedendo-se de forma 
análoga, prova-se que 


petit 


lim sín) = (Verifique.) 


now k+l 


Fica assim estabelecida, pelo método de Pascal, a fórmula para o cálculo da área acima 
mencionada. 

A seguir, utilizando o princípio de indução finita, vamos provar a fórmula para o desen- 
volvimento do binômio de Newton. Antes porém vamos estabelecer tal princípio. No que 
se segue, P(k) indicará uma proposição (que pode ser falsa ou verdadeira) associada ao natural k. 
Por exemplo, 
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2 >k 
k+1=k 
ї+2+3+..+К= +» 


são proposições associadas ao natural k. Qual o menor número possível de condições que 
devemos impor a P(k) para que P(k) seja verdadeira para todo natural k = a (a natural)? 
Evidentemente, a primeira condição a impor é que P(k) seja verdadeira para k = a. Supo- 
nhamos, além disso, que para todo k > a 

PO 2 P(k + 1). 
Sendo então P(a) verdadeira e como 

Pía) => Pía + 1), 
resulta que P(a + 1) será também verdadeira. 

Pla + 1) = Pla + 2) 

logo, Pía + 2) também será verdadeira. Prosseguindo com este raciocínio, é razoável que 


se conclua que P(k) seja verdadeira para todo k = a. Quem nos garante que isto realmente 
acontece é o princípio de indução finita, cujo enunciado é o seguinte: 


Princípio de indução finita (PIF). Sejam a um número natural dado e P(k) uma pro- 
posição associada a cada natural k, k = a. Suponhamos que 


(ü) P(k) seja verdadeira para k = a; 
(1) para todo natural k = a 


Pd) > P(k + 1). 


Nestas condições, P(k) será verdadeira para todo natural k > a. 


Para a prova da fórmula do desenvolvimento do binômio de Newton, vamos precisar, 
ainda, da seguinte propriedade dos coeficientes binomiais 


(e) + 6559-521 


e cuja verificação deixamos a seu cargo. Vamos então à prova de que para todo natural k, k = 2, 
P(k) é verdadeira onde P(k) é a proposição 


(A + BF = АЁ + (atas arr E (D) tu + "ES 
LS 


Para k — 2 a fórmula é verdadeira, pois, 


2 


@ +в? = A enses at (1 


Јав + B. 
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Provemos então que PG) => P(k + 1). Para isto, basta multiplicar os dois membros de P(k) E 


por A + B. Multiplicando o segundo por A e, em seguida, por B e utilizando a propriedade 


a k k 
dos coeficientes binomiais acima (e lembrando que 1 = (6) = [ 5) resulta: 


Keri а (е EN pk+1- ppr E? (1) k 4 
(5) + [LAG ++ [JA BP +... + |, АВ 


k\ ak k \ak+i-ppp k k4 Bk+1 
+ (era + (Ea ВР +... + k- 148 +B 


АКК + Un Rud (e +. + (ipe + pen 
j 


cuja soma é exatamente o desenvolvimento do binómio de Newton (4 + BY TX Portanto, 
para todo k > 2, P(k) = P(k + 1). Fica, assim, provada a fórmula do desenvolvimento do 
binómio de Newton para todo natural k, k > 2. 


17.3. FERMAT E O CÁLCULO DE ÁREAS 


За! 
Vejamos como Pierre de Fermat (1601-1665) obteve a fórmula КҮп 


рага o cálculo da 


área limitada pela curva y = х, 0 x x = b, pelo eixo x e pela reta x = b, k natural. Fermat 
procedeu da seguinte forma: considerou um número E, como O < E < 1, e dividiu o inter- 
valo ]0, b] em infinitos subintervalos da forma 


os [pE ЬЕ! 1), ... БЕЗ, bE2], БЕ”, ЬЕ], IDE, Ы. 


Observe que b, БЕ, bE, DES, DES р, DEl, ... é uma progressão geométrica de razão E 
e que E' tende a zero para i tendendo a infinito, pois 0 < E < 1. 
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A área do retângulo R ¡dado porbE Í< x <bE' 10 <у<(ЬЕ! 156 
área R; = bE TIG — pe D = pt tlg- ЕЕ "5 71:-1,2,3,... 


Segue que as áreas dos retângulos R; formam uma progressão geométrica de primeiro termo 
1 ын + ` " 

БТ ЦІ — E) e razão E* * L Antes de prosseguir, vamos relembrar as fórmulas para as 

somas dos termos da progressáo geométrica finita e infinita de razáo q e primeiro termo 1: 


= qk+ 
15440406. ro LLE 
1—4 
(verifique por indução finita) e para0 < q < 1 
Deqtd e o doe LL . 
m 


Fazendo q — E* * 1 asoma das áreas dos retángulos R; é 


tla Da +4+ +. +) = = 
ре 
ptr o Е! 
1-Е 
resulta 
pt! 


soma das áreas dos retángulos R; — RT uta gb 


Observamos que a soma das áreas dos retângulos é uma aproximação por excesso da área 

da região em questão e que quanto mais próximo de 1 estiver E melhor será a aproximação. 

Para E tendendo a 1 (em verdade, Fermat simplesmente substituiu E por 1 na soma acima), 
k+l 


a soma acima tenderá a D Nada mudaria se em vez de considerarmos aproximagáo 


por excesso considerássemos aproximação por falta. 

Vocé gostou? Se gostou mesmo, verifique que o método de Fermat continua válido mes- 
mo quando k é um número racional! Mas se vocé gostou muito mesmo, utilizando a pro- 
gressão geométrica 1, E, E”, ES, ..., com E > 1, e supondo К natural, k > 2, mostre que a 


Я TE 1 | 
área da região limitada pelo gráfico de y = —, x 2 1, pelo eixo x e pela reta x = 1 é dada 
х 


pela fórmula n ! 
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Bem, por volta de 1670, Sir Isaac Newton (1642-1727) já estava calculando a área sob a 


mh 23 у 
curva у = ax”, para x de 0 a x, utilizando a primitiva z = 


ax n*n/n da função. O 
т+п 


Teorema Fundamental do Cálculo estava nascendo, e o Cálculo Diferencial e Integral, 
nas máos de Newton, se consolidando. (Veja referéncia bibliográfica 2, abaixo, p. 290.) 
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Apéndice 
1 


PROPRIEDADE DO SUPREMO 


A1.1. MÁXIMO, MÍNIMO, SUPREMO E ÍNriMo 
DE UM CONJUNTO 


O objetivo desta seção é introduzir os conceitos de que necessitaremos para enunciar a 
propriedade do supremo. Como veremos, é esta propriedade que diferencia R de Q; é ain- 
da, esta propriedade que torna o sistema dos números reais uma cópia perfeita da reta. O 
enunciado de tal propriedade será objeto da próxima seção. 

Seja A um conjunto de números reais. O maior elemento de A, quando existe, denomina- 
se máximo de A e indica-se por máx A. O menor elemento de A, quando existe, denomina- 
se mínimo de A e indica-se por mín A. 

Dizemos que um número m é uma cota superior de A se m for máximo de A ou se m for 
estritamente maior que todo número de A. Diremos que m é uma cota inferior de A se m for 
mínimo de А ou se m for estritamente menor que todo número de A. 


EXEMPLO 1. Seja A = (1,2, 3). Temos: 
а) 1 é o mínimo de A, 1 = mín A; 3 € o máximo de A, 3 = máx A. 


b)3, 2, 100 sáo cotas superiores de A. 


с) 1,0, - sáo cotas inferiores de A. = 


EXEMPLO 2. Seja A = (x € RI 1 = x < 2). Temos: 


a)l = mín À. 
t+2 


+ 
b) Para todo z € A, 2 T também pertence a À e t < (verifique). 


Assim, para todo / em A, existe um outro número em A que é estritamente maior que f; 
logo, 4 não admite máximo. 
e) Todo número m = 1 é uma cota inferior de A. 
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t+2 
2 
г t r 
E : — > 
1 2 
d) Todo número m > 2 é uma cota superior de A. н 


Um conjunto A pode náo admitir máximo; entretanto, poderá admitir uma menor cota 
superior. Por exemplo, o conjunto 


A-(xeRII x«2) 
náo admite máximo, mas admite uma menor cota superior que é 2. 


A menor cota superior de um conjunto A, quando existe, denomina-se supremo de A e 
indica-se por sup A. 

E claro que se A admitir máximo m, entáo, m será, também, o supremo de A. Entretanto, 
A poderá náo admitir máximo, mas admitir supremo; por exemplo, o conjunto A acima náo 
admite máximo, mas admite supremo 2 : 2 = sup A. 

A maior cota inferior de um conjunto A, quando existe, denomina-se ínfimo de A e indi- 
ca-se por inf A. 

Se A admitir uma cota superior, então diremos que A é limitado superiormente. 

Se À admitir uma cota inferior, diremos que A é limitado inferiormente. 


Exercícios А1.1 


1. Determine, caso existam, o máximo, mínimo, supremo e ínfimo. 


ajA = (x€ RI—3 = x= 4) b A= (x€ RI—3<x<4) 


co) A= (x€ RIx<5) ФА = {хє Віх 22) 


9; 
өл {хен «o BA- {Є ВИЗ II 10) 
x+3 
2A = [-3, —1,0, 2, 1} h A=] In EN 
n+1 


2. Assinale os conjuntos do Exercício 1 que sáo limitados superiormente. 


2 


2 
3. Аз | 1 Ixe 8| é limitado superiormente? Por quê? 
TX 


A1.2. PROPRIEDADE DO SUPREMO 


Admitiremos a seguinte importante propriedade dos números reais. 
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Propriedade do supremo, Todo conjunto de números reais, náo-vazio e limitado su- 
periormente, admite supremo. 


Pelo fato de R satisfazer a propriedade do supremo, diremos que R é um corpo ordenado 
completo. Os teoremas centrais do cálculo dependem desta propriedade de R. 

Uma conseqüéncia importante da propriedade do supremo é a propriedade de Arquime- 
des. 


Propriedade de Arquimedes. Se x > 0 e y são dois reais quaisquer, então existe pelo 
menos um número natural n tal que 


nx > у. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que para todo natural n, nx = y; consideremos então o con- 
junto 


А = (nx | n € №. 

A é não-vazio (1 - x = x € A) e limitado superiormente por y, logo admite supremo. Seja 
so supremo de A. Como x > 0, s — x < s; assim s — x náo é cota superior de A (por диё?); 
logo existe um natural m tal que 

s — x < mx 
e daí 


s< (т + Dx 


que é uma contradição, pois s é o supremo de А e (m + 1) x € A. Deste modo, supor nx < y 
para todo natural n leva-nos a uma contradição, logo, nx > y para algum natural n. " 


O próximo exemplo exibe-nos duas conseqüéncias importantes da propriedade de Ar- 
quimedes. 


EXEMPLO 


1 
a) Para todo x > 0, existe pelo menos um natural л tal que p <x. 
b) Para todo real x existe pelo menos um natural л tal que n > x. 


Solução 


1 
а) Como x > 0, por Arquimedes, existe um natural п tal que nx > 1 e, portanto, — < x. 
п 


(Observe: nx > 1 = n + 0). 
b) Como 1 > 0, por Arquimedes, existe um natural n tal que n > x. Г] 
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A propriedade que apresentaremos na próxima seção é uma outra conseqüéncia impor- 
tante da propriedade do supremo e será utilizada várias vezes no texto, 


Exercício А1.2 — == 


Prove que se А for náo-vazio e limitado inferiormente, entáo А admite ínfimo. 


A1.3. DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE DOS 
INTERVALOS ENCAIXANTES 


Seja Гар, bo]. Гал, Р}. [as, bal, ..., La, bi], ... uma segiiéncia de intervalos satisfazen- 
do as condições: 


(D Lap, bol D [a4, 511 2 10. bal D... Da, 9,132... 
(ou seja, cada intervalo da seqü&ncia contém o seguinte); 


(ii) para todo r > 0, existe um natural tal que 


by 7 ар =S F 


(ou seja, à medida que n cresce, o comprimento do intervalo [а,, b, | vai tendendo a zero). 


Nestas condições, existe um único real x que pertence a todos os intervalos da seqüén- 
cia, isto é, existe um único rea! е tal que, para todo natural n, a, < а € b, 


pO peur 1 3 
Ї L L 2 B 1 1 4 
а а, аһ b, b, bo 
Demonstração 
A = (ag а, a>, ..., бур.) É não-vazio e limitado superiormente, pois todo b, é cota 


superior de A. Assim, A admite supremo; seja a tal supremo. Como a é a menor cota supe- 
rior de A, para todo natural n temos 


teremos, para todo n, 
la-Bl<b,-— a, 
Tendo em vista a propriedade (ii), para todo r > 0, 
la=Bl<r 


Logo, w = В (por qué?). s 
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A1.4. LIMITE DE FUNÇÃO CRESCENTE (OU DECRESCENTE) 


Sejam fuma função e A um subconjunto do domínio de f. Dizemos que f é limitada su- 
periormente em A se existir um número real M tal que, para todo x € A, f (x) = M. 

Por outro lado, dizemos que f é limitada inferiormente em A se existir um número real m 
tal que, para todo x € A, f(x) Z m. 


Teorema Seja f uma função definida e crescente em Ja, b[. 
a) Se f for limitada superiormente em Ja, b[, então 


lim f(x) = L, L finito, 
sob” 


com L = sup (ГОО!х € ]а, b[ ). 
b) Se f não for limitada superiormente em Ja, b[, então 


lim f@)=+ e. 
ob 


Demonstração 

а) O conjunto (f(x) 1х € ] a, b [ ) é nào-vazio e limitado superiormente, logo, admite 
um supremo L. Dado, então є > 0, existe um x, € ] a, b [, tal que, L — € < f (xj) =< L. Daí, 
para todo x em ]x;, b[, tem-se 


Ї-є« (хул }(х) sL<L+e 


ou seja, 
L-e<f(xi<L+e 
Logo, 
lim ғ) = 1 
хә 


b) Como f não é limitada superiormente, para todo M > 0 dado, existe x, € Ja, Pf, tal 
que f (x) > M. Pelo fato de f ser crescente, tem-se, para todo x € ]x,, bf, 


J> M 


ou seja, 
lim f(x) = + ee. " 
кәк 


Fica рага o leitor enunciar e provar teorema análogo para o caso de f ser decrescente em 


Ja, b[. 
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Conforme as palavras seguintes de Richard Dedekind (1813-1916) em seu livro Essays 
on the theory of numbers, a razão que o levou à definição de número real (veja Apêndice 6) 
foi exatamente o teorema anterior. 

“Minha atenção voltou-se primeiramente para as considerações que constituem о assun- 
to deste folheto no outono de 1858. Como professor na Escola Politécnica em Zurique, vi- 
me pela primeira vez obrigado a dar aulas sobre os elementos do cálculo diferencial e senti 
mais agudamente do que nunca a falta de um fundamento realmente científico para a arit- 
mética. Ao discutir a noção de limite e especialmente ao provar o teorema segundo о qual 
toda magnitude que cresce continuamente, mas não além de todos os limites, deve certa- 
mente se aproximar de um valor finito, tive que recorrer a evidências geométricas. Mesmo 
agora, esse recurso à intuição geométrica numa primeira apresentação do cálculo diferenci- 
al, eu o vejo como extremamente útil, do ponto de vista didático, e até mesmo indispensável 
se não se quer perder muito tempo. Mas ninguém pode negar que essa forma de introdução 
ao cálculo diferencial não pode se pretender científica. Para mim, esse sentimento de insa- 
tisfação foi tão esmagador que mantive a firme intenção de continuar refletindo sobre a 
questão até encontrar um fundamento puramente aritmético e perfeitamente rigoroso para 
os princípios da análise infinitesimal.” (Dover Publications, Inc., Nova York.) 


Apêndice 
2 


DEMONSTRAÇÕES DOS 
TEOREMAS DO CAP. 5 


A2.1. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DO ANULAMENTO 


Teorema (do anulamento). Se f for contínua em (a, b] e se f (a) e f (b) tiverem 
sinais contrários, então existirá pelo menos um c em [a, 5] tal que f (c) = 0. 


Demonstração 


Para fixar o raciocínio, suponhamos f (a) < 0 e f (b) > 0. Façamos a = age b = bg; seja 
co о ponto médio do segmento (р, bo]. Temos 


fic) < 0 ou f (eg) > 0. £— b ) 
ao co bo 


Suponhamos f (со) < 0 e façamos со = aj e by = by. Temos f (aj) < О е f(b) > 0. Seja 
сү O ponto médio do segmento (ац, by]. Temos 


bi 
fle) < 0 ou f (сү) > 0. с E] 
a с Ы 


Suponhamos f (сү) = О e façamos a, = a5 € c4 = by. Assim, f (an) < 0 e f (b2) > 0. 
Prosseguindo com este гасіосіпіо, construiremos uma seqüëncia de intervalos 


[49,59] D [a; bi] D [az b2] D ^ 2 [ap b,] 2: : : 


que satisfaz as condicóes da propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, para todo n, 


© fG,) < Def (by) > 0. 
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Seja c o único real tal que, para todo n, 


Ses 
a, < c < bp 


As seqüéncias de termos gerais a, e b, convergem para c (verifique). Segue, então, da 
continuidade de /, que 


@ io Flan) = Рб) e Tin. f (ba) = f (c). 
Segue de (D e de @ que 


Је) &0ef(c) 20 


e, portanto, f (c) = 0. 1 


A2.2. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DO 
VALOR INTERMEDIÁRIO 


Teorema (do valor intermediário). Se for contínua no intervalo fechado [a, b] e se 
y for um real compreendido entre f (a) e f (b), entáo existirá pelo menos um c em 
[а, b] tal que f (e) = y. 


Demonstração 
Para fixar o raciocínio, suponhamos f (a) < y < f (b). Consideremos a função 
50) =) – yxemla b]. 
Como f ё contínua em [ a, b], g também о é; temos, ainda 
g(a) = (а) - y<0eg(b) =f(b) — y> 0. 


Pelo teorema do anulamento, existe c em [a, b] tal que g (c) = 0, ou seja, f (c) = y. ш 


A2.3. TEOREMA DA LIMITACAO 


Para a demonstração do teorema de Weierstrass, necessitaremos do teorema da limita- 
ção, cujos enunciado e demonstração serão objeto desta seção. 
Dizemos que fé limitada em A C. Dyse existir M > 0 tal que, para todo x em A 


Іо) М. 


Da definição acima, segue que, se f ndo for limitada em B C Dp para todo natural п, 
existe x, € B, com (х) | > n. 
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Teorema (da limitacáo). Se f for contínua no intervalo fechado [a, b], entáo f será 
limitada em [a, b]. 


| 
| 
| 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que f não seja limitada em [a, b]. Façamos a = a eb = by; 
existe, então, хү em [a], by] tal que | f (xj) | > 1. Seja сү орото médio de (ат, b1]; f nào será 
limitada em um dos intervalos Гаү, c] ou сү, by ]; suponhamos que não seja limitada em 
[ci 011 e façamos a> = сү eb, = by. Não sendo f limitada cm [a5, bo), existirá x) E [a>, b] 
tal que | f (x5) 1 > 2. Prosseguindo com este raciocínio, construiremos uma segúéncia de 
intervalos 


[41,51] 2 Laz, b2] 2 [аз bs] D+- D [ay 5,]2 7 


satisfazendo as condicóes da propriedade dos intervalos encaixantes e tal que, para todo 
natural л > 0, existe x, Є [а,, 5,] com 


0) Mf) |> n. 


Seguede(Oque lim IfG@ƏI= +9. Seja, agora, c o único real tal que, para todo n > 0, 
ncm 


c € la, b,]. 


Como a seqüéncia x, converge рага c (verifique) e f é contínua em c, resulta que 


lim  1F(x,)1 = | f(c) lque está em contradição com lim |f(x,)|= +, Fica provado 
n» пЭ to 


que a suposição de f não ser limitada em [a, b] nos leva a uma contradição. Portanto, f é 
limitada em [ a, b]. C] 


A2.4. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DE WEIERSTRASS 


Teorema (de Weierstrass). Se f for contínua em [a, b], então existirão x| ex em 
Га, b] tais que f |) = f (x) = f (x5) para todo x em [а, b]. 


Demonstracáo 
Sendo f contínua em [a, b |, f será limitada em [a, b], daí o conjunto 
A = (Р) |x € [a b]) 
admitirá supremo e ínfimo. Sejam 


М = sup [f0) 1х € la р 


m = inf (f(x) |x € [a b]). 
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Assim, para todo x em [a, b], m = f(x) = M. 


Provaremos, a seguir, que М = f (x;) para algum x, em [a, b]. Se tivéssemos f (x) < M : 


para todo x em [ a, b], a função 


g (x) = x € (a, b] (veja observação abaixo) 


M — fO) ` 


seria contínua em [a, b |, mas não limitada em [a, b |, que é uma contradição (se g fosse 
limitada em [a, 5], então existiria um £ > O tal que para todo x em [a, b] 


1 


0<—— < 
M - fe) 


B 


e, portanto, para todo x em [a, b], 


1 
<м-— 
f G) 8 


e assim M nào seria supremo de A). 

Segue que f(x) < M para todo x em [ a, b ] náo pode ocorrer, logo devemos ter M = f(x;) 
para algum x, em [a, b]. Com raciocínio análogo, prova-se que f (хү) = m para algum хү, 
em fa, b]. в 


Observação. A idéia que nos levou a construir tal função g foi a seguinte: sendo М о supre- 
mo dos f (x), por menor que seja r > O, existirá x tal que M — r < f(x) < М; assim, a dife- 
renga M — f (x) poderá se tornar táo pequena quanto se queira e, portanto, g (x) poderá se 
tornar táo grande quanto se queira. 


Apéndice 
3 


DEMONSTRAÇÕES DO TEOREMA 
DA SEÇÃO 6.1 E DA 
PROPRIEDADE (7) DA SEÇÃO 2.2 


A3.1. DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA DA SEÇÃO 6.1 


Lema 1. Seja a > 1 um real dado. Então para todo e > 0, existe um natural n tal que 


1 
ап —1<є, 


Demonstracáo 
Pelo binómio de Newton (veja Segáo 17.2), para todo natural п z 1 


(1 + 6" = 1 + ne. 


a-l 


Tomando-se n tal que 1 + ne > a (basta que n > ) resulta 


€ 
a + >а 
ou 


1 
l+e>an 


1 
€, portanto, an —1< e. п 
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Lema 2. Sejam a > 1 e x dois reais dados. Entáo, para todo e > 0, existem racionais 
Yr ë s, com r < x < s, tais que 


a – а «e 


Demonstração 


Inicialmente, tomemos um t > x, f racional; assim, para todo racional r < x, а < d, 
pois, estamos supondo a > 1. Temos 


а#—а =a (а '—1). 
Pelo lema 1, existe um natural п tal que 


1 
ап-1<а* є 


ou 


"TE 5 1 и 
Escolhamos, agora, racionais re s, r < x < s, tais que s = r < FE Para estes racionais 


1 
-ad = а (а '-1«d|an-1|«e = 


Lema 3. Seja a > 1 um теа! dado. Então, para todo x real dado, existe um único real 
y tal que 


а < y<a 


quaisquer que sejam os racionais re s, соту < x < s. 


Demonstração 

Primeiro vamos provar que existe tal y. O conjunto (a! | r racional, г < x) é não-vazio e 
limitado superiormente por todo a”, s racional e s > x; tal conjunto admite, então, supremo 
que indicaremos por y. Segue que 


а уа 


para todo racional ғ < х e todo racional 5 > х. 
Fica a seu cargo verificar que em realidade temos 


d< y< a 


quaisquer que sejam os racionais r e s, com r < x < 5. 
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Vamos, agora, provar que tal y é único. Se y, for tal que a” < y, < al, quaisquer que 
sejam os racionais re s, com r < x < s, teremos 


Iy=y <а а - 


para todo racional r < x e todo racional s > x. Segue, entáo, do lema 2 que 


у= у1< є 
para todo є > 0, logo у = У}. = 


Com relação ao lema anterior, observe que, se x for racional, então y = a”. O único y (a 
que se refere o lema anterior) será indicado por f (x). Fica construída, assim, uma função f. 
definida em RR, e tal que f (r) = a" para todo racional r. Antes de provar a continuidade de f, 
provaremos que fé estritamente crescente. De fato, se x, < xa (Хү e x, reais quaisquer), teremos 


a^ < Род) €« a^ ва? < fx) < a? 


quaisquer que sejam os racionais гү, s|, гу € 551418 que r, < ху < $) ero < ху < 5). Sendo 
s um racional, x, < s < x», teremos 


fep < a° «fe 


o que prova que f é estritamente crescente. 
Vamos provar, agora, a continuidade de f. Seja p um real qualquer. Pelo lema 2, dado 
€ > 0, existem racionais re s, com г < p < s, tais que 


а-а «e 
Para todo x € Jr, st, teremos 
fe Ф) «а а «e 
o que prova a continuidade de fem p. Como р foi tomado de modo arbitrário, segue que ё 
(1 
ха 
nos racionais. Completamos, assim, a demonstração do teorema da Seção 6.1. 


s—* 
contínua em R. Se 0 < a < 1, a função f (x) = | é contínua em R e coincide com a” 


Vamos provar, agora, a propriedade (1) da Seção 6.1. Sejam r, e s, duas seqüéncias de 
números racionais que convergem, respectivamente, para x e y; segue que r, + s, converge 
para x + y. Da continuidade da função f (x) = а“, segue 


lim а®=а* e lim am =a, 
note n +a 
daí 
ахау = lim аба = lim аъ» = ах+у, 
noto n— += 
(Observe que a” а?" = а" 9», pois г, e s, são racionais.) 


As demonstrações das demais propriedades ficam a seu cargo. 
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A3.2. DEMONSTRAÇÃO DA PROPRIEDADE (7) DA SEÇÃO 2.2 


Teorema. Existe a > 0 tal que cos a = 0. 


Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que não exista um tal número a. Como cos O = ] e cos x é 
uma função contínua, segue do teorema do valor intermediário que cos x > O para todo x > 0; 
como sen” = cos, teríamos que a função sen x seria estritamente crescente em [0, +%[ e 
como sen 0 = 0, teríamos sen x > дет 10, +ос[. De cos” = —sen, seguiria, então, que cos x 
seria estritamente decrescente em (0, +о[. Como cos x > 0 e sen x < 1 em (0, +of, 
existiriam, então, reais a e B, com a Є (0, 1] e B € [0, Ц, tais que 


lim senx-ao е lim cosx = В. 
к-э+® хә +% 


Teríamos, também, 


lim sen2x=«e e lim cos2x = f. 
xto x— + 


Como sen 2x = 2 sen x cos xe cos 2x = 2 cos2x — 1, passando ao limite, para x > +, 
resulta 


а=2аВеВ= 2 82 – 1 
que admite como única solução o par (a, B) onde « = 0 e B = 1, que contradiz a condição 


a € 10, 1] e 8 € [0, И. Tal contradição é conseqüéncia de termos admitido a náo-existéncia 
de um a > 0, com cos a = 0. Fica provado assim que existe a > 0 com cos а = 0. в 


Propriedade (7). Existe um menor número a > 0 tal que cos a = 0. 


Demonstração 


O conjunto A = (x > O l cos x = 0) é não-vazio e limitado inferiormente; logo, admite 
ínfimo a. Provemos que a € A. Se cos a + 0, pela conservação do sinal, existe r > O tal que 
cos x + 0 para a < x < a + r, que contradiz o fato de a ser o ínfimo de A. Segue que a é o 
mínimo de A, ou seja, a é o menor real > Ü tal que cos a = 0. Г 


Apéndice 
4 


FUNÇÕES INTEGRÁVEIS 
SEGUNDO RIEMANN 


A4.1. UMA CONDIÇÃO NECESSÁRIA PARA INTEGRABILIDADE 


Vamos provar que uma condição necessária, mas não suficiente, para f ser integrável, 
segundo Riemann, em [a, b] é que f seja limitada em [a, b]. Lembramos que dizer que fé 
limitada em [a, b] significa que existe M > 0 tal que, para todo x em la, b], 1 f(x) | < M. 


Teorema. Se f for integrável, segundo Riemann, em [a, Р], entáo f será limitada 
em [a, »]. 


Demonstração 


Como fé integrável em [a, b], tomando-se e = 1 existe uma partição P de [a, b] tal que 


Y f (ci) Ax; — L 


i=} 


b 
<1 (= | fd) 


qualquer que seja a escolha de c; em [ x; - ,.x;].i= 1, 2,.... n. Sejam x; — ү ex; dois pontos 
consecutivos da partição P; vamos provar que f é limitada ет [ху — /, х]. Seguirá daí que f 
será limitada em [a, b] (por quê?). Temos 


n 
Esa] 
ou 58 


f(cj) Axj + P J (ci) Ах; si «1 
ТЭ) ) 
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Segue que (lembre: ІХ + Ү1251Х1-1Ү1) 


Ifc) Asl — LE, f (ср Ax 141 


ЦЭ! 
ou 
п 
O If) A IS 1 1, f (ci) Am — LI. 
үе 
(57 
Fixemos c; i # j, em [x; _ ү, х1]; como (D se verifica para todo c; em Ex; Lp xj. resulta 
que f é limitada em P; £I. xj.j = 1,2, ..., n; logo fé limitada cm la: b]. " 


EXEMPLO 1 (de função limitada e não integrável). A função 


adi se p e th 
лө. хє 


não é integrável em (0, 11. 
Solugáo 


Para toda partição Р de [0, 1] 


п 1 "V 
Y Fc) Ax, -| se c; for racional (i = 1, 2,..., n) 


ica O вес; for irracional (і = 1, 2,..., n) 


logo lim z f (cj) Ax; não existe (por qué?) e, portanto, f não é integrável em (0, 1], 


máx Ax, 50 ¿= 
= 
EXEMPLO 2. A função 
1 sex=0 
fecil seOcxxl 
x 
nào é integrável, segundo Riemann, em [0, 1], pois, fnáo é limitada neste intervalo. Г] 


A4.2. SOMAS SUPERIOR E INFERIOR DE FUNÇÃO CONTÍNUA 


Sejam fuma função contínua em [a, b| e 
P: a = xo < xy < хә < ... < x; — | < x; < ... < x, = b uma partição de [a, b]. Como fé 
contínua, fassume em [x; — 1, 47] G = 1,2, ..., 7) valor máximo M; e valor mínimo m;. As somas 


n 
SQ, Р) = X М; Ах; 
i=1 
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denominam-se, respectivamente, soma superior e soma inferior de f, relativa à partição P. 
Como т; < М, segue que, para toda partição P de [a, b], 


© SQ, P) = Š (J, P). 


Sejam P e Р” duas partições de [a, b]; dizemos que Р” é um refinamento de P se Р” D P. 
O próximo teorema conta-nos que quando se refina uma рагїсйо, a soma superior decresce 
e a inferior cresce. 


Teorema. Seja f contínua em [a, b] e sejam P e Р! duas partições quaisquer de [a, b], 
com P С Р’. Então, 


b S (f, P) > S (f, Р). 


a) S (f, P) s 5 (f, P). 


Demonstração 


a) Suponhamos que P ' tenha um ponto a mais que P, isto é, P' = PU x, com 
x E by — PX Assim, 


Р:а=җу<ху<...<хр-|<хр<...<л =b 


Р'їа=җ<ху<..<лху—|< x < x, < ...< x, = b. 
Sejam тр е mj, os valores mínimos de fem (ху — |, xil e [p xj), respectivamente. 
Observe que 
E is "m 
®© mp* mj e mj < mj, 


onde mj é o valor mínimo de fem b; ep xj. 


Temos 
n 
5 (f. D= 2, mi Ax; + m Ax 
i*j 
e 
п " = 
SA P= 2, mi Ax; + mj Ca —%- D+ mj > x1). 
ij 
Segue de @ 


mi (W —җ-)+ т„бу— X) mj On po р + mj Gy x 
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ou seja, 
тр (х — xj- D+ mj Gj - х) = ту Ax, 
Portanto, 


S (f, P) = S (f, P). (Interprete geometricamente.) 


Deixamos para o aluno demonstrar, por indução finita, que se P' tem n pontos a mais 
que P, entáo 


5 (f. P) < S (f, Р). 


b) Fica a cargo do aluno. в 


Corolário. Quaisquer que sejam as partições Ру e P. de la, b}, S (f. R) = 5 (f. P). 
(Isto é, toda soma inferior é menor ou igual a toda soma superior.) 


Demonstragáo 
Seja P =P, U Pj; assim P é um refinamento de Ру, bem como de Р. Por O 


S (f. P) < Š (f, P) 


e, pelo teorema, 


S(f, Be SC, P) e S (f. P) = S (f, Pa). 


Assim, 


SQ, В) = S (/, P) = $ (f, P) = Š (f, Po) 
ou seja, 
S (f, B) = Š (f, P). ш 


Seja f contínua em fa, b]. Pelo corolário acima, toda soma inferior S ( f. P) é cota infe- 
rior do conjunto 4 


A= [$S (f, P)1 P partição de [a, DI 


Segue que tal conjunto admite ínfimo. Seja L o ínfimo de A. Como toda soma inferior é 
cota inferior de A resulta, para toda particáo P de [a, b], 


Ф S (у. P) < L =< S (/, Р). 
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Por outro lado, para toda partição P de [a, b] e qualquer que seja a escolha de c; em 
ЁСНЫ xi, 


Ф sq. Ps X у сд Aw «ЗО 
De @) е @) resulta 
п E 
[9] | E Feier ere SUD cS) 
para toda partição P de fa, b] e qualquer que seja a escolha de c; em [x; _ 1, xj]. 


Provaremos, na próxima seção que, se f for contínua em [a, b], dado e > 0, existirá 
ô > 0 tal que 


8(/,Р)-8(/,Р)«є 


para toda partição P de [a, b], com máx Ах, < б. 
Seguirá, então, de (5) que toda função contínua em (а, b] é integrável em [a, b]. 


A4.3. INTEGRABILIDADE DAS FUNÇÕES CONTÍNUAS 


Antes de passarmos à demonstração do próximo lema, observamos que, se ffor contínua 
em p, dado e > 0, existirá 8 > O tal que, para todo s e t no domínio de f, 


$r€]p-&p-ó[2lf(9o-fQmol«e 


De fato, sendo f contínua em p, dado e > O existirá 8 > O tal que, para todo x € р, 
© xElp- àp + 8[ә1/0) —/фр)!< 5. 
De (D e de 
Р) - fL ТА) — fq) + Рр) О 1708) - /(р)1!+1/(р) = 7001 


segue que quaisquer que sejam s. 1 € D; 


$1€]p-&pto[olfG) SHIS e. 


Lema. Seja f contínua em [a, b]. Então, dado e > 0, existe uma partição 
P:a= xo < x) < x> <... < x, = b de la, b] tal que 


M; — m; < e (i = 1, 2,..., n) 


onde M; e m; sáo, respectivamente, os valores máximos e mínimos de f em [x; _ ¡> xj]. 
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Demonstração 


Suponhamos, por absurdo, que, para um dado e > 0, não exista partição P de [a, b ] para 
a qual se tenha M; — mi < epara í = 1,2,..., n. Façamos, então, a = aj, b = b] e seja c 
o ponto médio de [a], Ру]; segue que (ац, с] ou (сү, Ру] não admitirá partição que satisfaça 
a condição M; — m; < e em todo subintervalo da partição. Seja [42, Бу] aquele dos dois 
intervalos acima que não admite partição satisfazendo a condição citada. Seja c> о ponto 
médio de [a», bz]; la), со] ou (сэ, Ро] não admitirá partição satisfazendo а condição citada; 
seja [a3, bs] aquele dos dois intervalos acima que não admite tal partição. Prosseguindo com 
este raciocínio, construiremos uma seqüéncia de intervalos 

[a¡, 51] D laz, Ьу] 5 ... D [az b] D ... 

satisfazendo a propriedade dos intervalos encaixantes e tal que para todo natural k > 1, 
Гар, by] não admitirá partição satisfazendo a condição M; — т; < e em todo subintervalo de 
tal partição. Seja p o único real de [a, b] tal que para todo k > 1,p € [az bz]. Como fé 
contínua em p, para o e > 0 acima existe ó > O tal que quaisquer que sejam s, t em [a, b] 


srte€lp-&p-có[2lf() 0) 1< є. 
Por outro lado, existe k tal que 
la 5] E 1p= 6, p + ó [ 
e, assim, para toda partição de (а,, b;], teríamos 
Mi;-mj«e 


em todo subintervalo de tal partição, que é uma contradição. Fica provado, deste modo, que, 
para todo e > 0, existe uma partição P de [a, b] tal que 


M¡-m¡<e 
em todo subintervalo [x x;] determinado por tal partição. . 


i= bi 


Teorema. Se f for contínua em la, b], dado e > 0, existirá 8 > 0, tal que quaisquer 
que sejam s, t € [a, b] 


{з—1< 4517600) - fO e. 


Demonstração 


Pelo lema, dado e > 0, existe uma partição P de [a, b] tal que 


€ 
М; = т< = 
2) 
em todo subintervalo (х, _ |, x;] determinado pela partição. Seja $ o menor dos números 
Ax¡, А, ..., Ax, Onde Ax; = x; — X; |. 
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Sejam ser dois reais quaisquer em [a, b], com 15 — él < ó. Dois casos podem ocorrer: s 
e t pertencem a um mesmo intervalo [x; — |, xj] ou s ou t pertencem, peo ain- 


tervalos consecutivos [ x X-pxX ]e [xj x + 1 1. No 1.º caso teremos | f(s) — f(DI< = «e 


No 2.º caso, teremos 


E € 
Uf) - fe)UstfG) -70014170) - fol 2 Mes 
Fica provado, assim, que quaisquer que sejam s e t em [a, b] 
Is—tl« 82 lf(s) - f(0l« e ГЫ 


| Teorema. (Integrabilidade das funções contínuas). Se f for contínua em fa, b], então | 
| fserá integrável em [a, b]. | 


Demonstração 


Segue do teorema anterior que, para todo e > 0, existe 8 > 0, tal que quaisquer que se- 
jam 5, t em [a, b] 


Is- tic 8=1f6G)-f@ l< = 


Assim, para toda partiçáo P de [a, b], com máx Ax; < 6, teremos 


Ах; = є 


SLP) S (f, P)= X (Mi — т) Axi < en 
i=] i= 


e, portanto, 
X f(ci) Ax — LIS $C, P) - S(f, P) «e 
ded 

(Veja @ de A42.) 


b Z, 
ou seja, fé integrável em [a, b], com integral Í f (х) ах = L, onde L é o ínfimo das somas 
a 


superiores de fem [a, b]. п 


A4.4. INTEGRABILIDADE DE FUNÇÃO LIMITADA СОМ 
NÚMERO FINITO DE DESCONTINUIDADES 


Lema. Se F for crescente em [a, b[ e se existir M tal que, para todo x em la, b[, F (x) < М, 
entáo existirá um real £ tal que 


lim F(9-L 


rb 
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Demonstragáo 


O conjunto {F (x) | x € [a, b [) é náo-vazio e limitado superiormente por M, logo admite 
supremo L. Dado e > 0, existe xo em [a, b[ tal que 


L-e«F(xy)sL 
€, portanto, pelo fato de F ser crescente 


x<x<b>L-e<F()S<L 


logo, lim F(x)= L. n 
xb 


Teorema. Se f for limitada em [a, b] e contínua em (4, bl, então f será integrável 
em [a, b]. 


Demonstração 
Vamos supor, inicialmente, f (x) > 0 em [a, b]. Como fé contínua em [a, b[, para todo г 


t 
em [a, bl, f f 60 dx existe. Seja 
2 


E 
ғо го) а,ае<ь 


Como ў (x) = 0 em [a, b] e limitada neste intervalo, resulta que F é crescente e limitada 
em [a, b[; pelo lema, existe L tal que 


Ф lim [ro dx = L. 
t5b а 


b 
Vamos provar que f é integrável em [a, b] e que | f(x) dx = L. Como / é limitada, 


a 
existe M > 0181 que para todo x em [a, b], 0 = f(x) = M. Tendo em vista (D, dado e > 0, 
existe Ьу, a < b| < b, tal que 


Ї у G) dx - L|« S 
a 4 


Podemos escolher b, de modo que M (b — b) < t Por outro lado, existe à > 0 
(que pode ser tomado de modo 2M8 < 5) tal que, para toda partição P} de [a, bj]. com 
máx Ax; < 8, 


2 
У (а) А |? ло) ax < 
R a 


S 
"i 
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Temos, também, para toda partição Р, de [b], b], 


IX. f (ci) Axil < É (por qué?). 
p 4 


Seja, agora, uma partição P qualquer de fa, b], com máx Ах, < ô, e suponhamos que 
he [xj- 13] 


h “h 


temos 


n -1 n 
| ral Рс) Ах +) Ау X ES 
1 i=1 i=j+ 


p. by 2 
-1 x сд Ах +7 (сд) 6 ау) [react [rona L+ 
i=l a а, 


+ E /GDAw + Убар) бу b) +) Ax - FG) Di 0) - 
i=j+l 
1-1 
fo) вр Y Ге) +) Фур male 
pel 2 
«Morea Ll E (сд Ах +70) буг БС) бу) 
а i=j+1 


€ € € € 
E iS 


Portanto, fé integrável em [a, b] e 


[resi 


Deste modo, o teorema fica provado no caso f (x) = Оет [a, b]. Se f nào verifica esta 
condição, pelo fato de f ser limitada em [a, b], existirá a > 0 tal que f (x) + а = Оет 
[a, b]. Pelo que vimos acima, f (x) + a será entáo integrável em [a, b]. Para todo x em 


[a. b] 
105170) +а]- а 
logo, f é integrável em [a, b], por ser soma de duas integráveis em [а, b]. " 


Observação. Do mesmo modo, prova-se que, se f for limitada em [a, b] e contínua em 
Ja, b]. entáo f será integrável em la, 5]. 
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Deixamos a seu cargo a demonstração da propriedade: se f for integrável em [a, c] e em 
[c, b], entáo f será integrável em [a, b] e 


[ (х) dx = [ғо dx + [> (х) ах. 


Como conseqüéncia do teorema anterior e da propriedade acima, vem o seguinte corolá- 
rio, cuja demonstração é deixada para o leitor. 


Corolário. Se f for limitada em [a, b| e descontínua em apenas um número finito de 
pontos, entáo f'será integrável em [a, b]. | 


A4.5. INTEGRABILIDADE DAS FUNÇÕES CRESCENTES 
OU DECRESCENTES 
Se f for crescente em [a, b], f assumirá em [a, b] valor máximo f (b) e valor mínimo 


f(a). Seja P uma partição qualquer de [a, b]; podemos, então, considerar as somas superior 
e inferior de f relativa à partição P: 


ЗОР) = X f (xi) Ах; 


i=l 


SQ. P)= X fGi-0 Ах. 


1=1 


As propriedades demonstradas no caso de f se contínuas permanecem válidas no caso de 
J ser crescente. Temos 


S(f.P) – S(f, P) < 2, L G0 7 f Gio D) máx Ax; (verifique) 


e, portanto, 


S, P) - SC, P) &Lf (b) — f (a)] máx Ax. 


Se f (b) = f (a), f será constante, logo integrável. Podemos supor, entáo, f (b) > f (a). 


Entào, dado e > 0 e tomando-se ó = APA para toda partição P de [a, b], com 
n РФ) – f (a) 
máx Ax; < 8, 
S(.P)-S(f, P) << 
ë, portanto, 


SSL, PIS (f,P)<€ 


р> f (с) Ах — L 
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onde L é o ínfimo das somas superiores S (f, P). Fica provado assim o 


Teorema. Se f for crescente em [а, b], então f será integrável em [a, b]. 


Observação. Se f for decrescente em [a, b], então — f será crescente e, portanto, integrável; 
como f = — (--f), segue que f será, também, integrável em [a, b]. 


O próximo exemplo nos mostra uma função integrável cujo conjunto dos pontos de 
descontinuidade é infinito. 


EXEMPLO. Seja f: [0, 1] > R dada por 


n+l 


ло] Ps — exci (ne № 
lsex-l 


(ло =0 ѕе osadi у=» se 79 


Como f é crescente, resulta que fé integrável em [0, 1]. Observe que fé descontínua ет 
todos os pontos do conjunto infinito 


D м. " 


A4.6. CRITÉRIO DE INTEGRABILIDADE DE LEBESGUE 


Henri Lebesgue (1875-1941) estabeleceu um critério de integrabilidade que nos permite 
reconhecer se uma função fé ou não integrável em [a, b], olhando apenas para o conjunto 
dos pontos de [a, b] em que fé descontínua. Para estabelecer tal critério, precisamos primei- 
ro definir conjunto de medida nula. 

Seja A um subconjunto de R e seja Л, D, ..., 1, ... uma sequência de intervalos; dize- 
mos que tal sequência cobre A se 


ACKUBU.. UL 


п 


U..= UL 


isto é, se À estiver contido na reuniáo de tais intervalos. 


EXEMPLO 1. Scja A = ü Ine N=}; a sequência dada por 7, = IR = E шоо zl 
n n 2 


п = 1,2, ..., cobre A, pois 


ACHUNUBU... 
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1 1 1 1 1 1 1 
Овемесзел-Ї-1444 84 “тала 


No que segue, m (D indicará a amplitude do intervalo Г, assim, se 7 = [0, 2], então 
1 1 1 
=2-0=2;sel= |=, |, m (D) ==> 
m (D ] 3'2 | 0) 6 
Seja A C R; dizemos que A tem medida nula se, para todo e > O dado, existir uma se- 
qüéncia de intervalos Лү, 15, 13, ..., 1... que cobre A e tal que 


+0 
E m(,)< e. Г 
п=1 
+% k 
Observação: X mU)= lim X m. 
n=1 ko t9 n=1 


Antes de passarmos aos exemplos, lembramos que, se 0 < q < 1, então 


4 


484054 +... +q... = (verifique). 
Se tomarmos 0 < q < Тү; (€ > 0), teremos 
€ 
qtqitqit..sd'o.. 2 «e 
m 


EXEMPLO 2. Mostre que À — L ince № | tem medida nula. 


Solução 


Dado e > 0, tomemos q tal que 0 < q < 


1+є' 
Consideremos a seqüéncia de intervalos 
л ltd 
1,7|——-—4",—-—4"|,n7L2.. 
А ЇЕ 247 ХА! 


Tal sequência cobre A e, como m (,) = q”, resulta 


+0 
E mQ)=4q +Q +. tq sm e. 
n=1 1-4 


portanto, A tem medida nula, 
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Seja A C R; dizemos que A é enumerável se existir uma segiiência aj, a», ..., dy, ... tal que 
А = {aln E Nº). . 
EXEMPLO 3. RJ é enumerável, pois, 
N= (a In € № } 
onde a, = n — 1. E 


EXEMPLO 4. O conjunto A dos racionais estritamente positivos é enumerável. 


Solução 
1 1 1 1 1 
- — + — AAA 
1 2 3 4 5 
l. 72 /, 
2 3 4 5 
3 v 3 
Pa 4 5 
4 4 4 4 4 
1 2 3 4 5 
А = (a, ln Є №} 
"ON КО ER 
177277795 57 84 r в 


EXEMPLO 5. O intervalo [0, 1] náo é enumerável. 
Solugáo 
Suponhamos, por absurdo, que fosse enumerável; existiria, então, uma seqüéncia ат, 
a, ... tal que 
[0,1] = {a ln € NJ. 
Seja, agora, cı € ] 0, 1 [ comc] + ay; a) náo pode pertencer a 
Ф 10, ci] e [с 1]. 


Seja [œ], 81] o intervalo em (1) que não contém a. 
Seja, agora, c5 € Jo, Ву[ com c; + az; a; não pode pertencer a 


Ф [æj су] e Їсэ 811. 
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Seja | ар, B>] o intervalo em (2) que não contém а). мэн И 
Prosseguindo com este raciocínio, construiremos uma seqüéncia de intervalos 


læ, Bj] 2 laz, 5] 2... 21а, BD... 

tal que, para todo natural л = 1, 

a, € (он Bn] 

Por outro lado, existe pelo menos um real p E [0, 1] tal que 

p € la, Bl 

para todo n = 1. Segue que 
pa, 

para todo n = 1, que é uma contradição. ч 
EXEMPLO 6. Todo conjunto A enumerável tem medida nula. 
Solucáo 


Dado e > 0, consideremos a segiiência 


1 [| Е 
а Ja haras дө n=123.. 


como 0 < q < £ eA = (a, |n Є №). Tal seqüéncia cobre A e 
1 


+e 
X müg-q*q л... А 
п=1 

EXEMPLO 7. Prove que A = (1, 2, 3) tem medida nula. 

Solução 


А = (a,1n € N*), onde a, = 1,a, =2,43= 3ea, = 3 paran > 3; logo A é enumerável 
* n 2 2 
e, portanto, tem medida nula. . 


EXEMPLOS. Seja A C R; se A for finito, então А terá medida nula. 


Solução 


Suponhamos que А tem р elementos; batizando os elementos de A por x], X2, “o Xp S 
sulta А = (xj, Xp... Xp) = (a, | n € Nº) onde a, = Xy, Gə = X» нө Gp = Xp € Ap = Xp Pi ° 
n > p. Assim, А é enumerável; logo, tem medida nula. 
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Vamos, agora, enunciar, sem demonstragáo (para a demonstração, veja Elon Lages Lima, 
Curso de Análise — Volume 1), o seguinte 


Critério de Lebesgue 


Seja f limitada em [a, b] e seja A o conjunto dos pontos de (а, b] em que fé descontí- 
nua: А = (x € [a, b] f é descontínua em x). Então, 


fintegrável em [a, b] = A tem medida nula. 


Exercícios = = 


- 


- Prove que se A estiver contido em В e se B tiver medida nula, então A terá, também, medida 
nula. 


2. Prove que o conjunto vazio tem medida nula. 


w 


- Prove que se A e B tiverem medida nula, então A U B também terá medida nula. 


IsexeQ 
0 sex &Q 
de Lebesgue, conclua que [0, 1] nào tem medida nula. 


B 


. Já foi visto que a função f(x) = | náo é integrável em [0, 1]. Utilizando o critério 


5. Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se f for integrável em [a, b], então f será contínua 
em pelo menos um ponto р € (a, b]. 


b 
6. Suponha fintegrável ст fa, b] e f (x) > 0 em [a, b]. Prove que 1 f (х)ах > 0. 
a 
7. Utilizando o critério de Lebesgue, prove que se f for integrável em [a, b], então 171 ef? tam- 
bém seráo. 


8. Seja A o conjunto dos números irracionais pertencentes ao intervalo [0, 1]. Prove que A não 
tem medida nula. 


9. Dê exemplo de um conjunto não-enumerável que tenha medida nula. (Pesquise!) 


10. Utilizando o critério de Lebesgue, decida se a função dada é ou não integrável. 


а) f: [0,1] >R dada por sofa sex ed 


0 sexeQ 
1 
sen T se sen — = 0 
b) f: [0, 1] Каада por f (x) = sen — Ú 
х! 
1 se sen =0 ou х= 0 
х 
.]lsexeA E 
€) f: [0,1] — R dada por f(x) -f dex EA onde a= [Line м). 
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DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 
DA SEÇÃO 13.4 


Seja a equação 


dx 
w 8 (Оһо) 


onde g e h' são supostas contínuas nos intervalos abertos 7, e D, respectivamente. Conside- 
remos os números reais fo e xg, com їр € Lex, Eb. 
Tomemos гү > бегу > 0 tais que 


[t — ri to + ri] C Л e [xo — r2 xg + r2] C D. 


Da continuidade de g e А’, segue que existem а > Ое B > O tais que 


0) lg (Is аетЇ — ri tg * ri] 
e 
@ 18700) | Вет [xo ra xo + ral. 


Observamos, ainda, que, quaisquer que sejam и e v em [xg — r5, ду + гу], 
@ Га) = ВО) 1 Blu— vl. 
De fato, pelo ТУМ existe и entre и е у tal que 
ht) — В (у) = h'(u)(u — v) 


€ tendo em vista (2) segue @. 
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Suponhamos, agora, que x = x (1), t € Z, onde /6 um intervalo aberto contido em T/, seja 
solução do problema 


r 


dx _ 5, 
E 


X (fp) = хо. 


a 


Então, para todo fem 7, 
х (0 = g () h (0) 


e, portanto, para todo tem T 

fo hc) ds = [x G) Y, = х@ — xo 
ou seja, 
@ Цан 


Sendo x = x (0), t € I, solução de @, tal função será contínua, logo, existe r > 0 (com 
[fg 7 lg + r] C D tal que 
@ TELE t + r Ə xg r € x (f) S xo t r. 


Podemos escolher z de modo que 


1 
@ rr er< —. 


аВ 


Lema 1. Se x = x (t), 1 € I, for solução de @ e se h (хо) = O, então 


x (f) = xo em [tg — r, to + r]. 


Demonsiração 


De (5) e da hipótese segue 
х@ —җ= | 86) AEO — h Gol ds. 
lo 


Segue de © e de © que, para todo s em [19 — r, to + rl, 
ГА GG) — Ap) | < B] x (s) — xol. 


Então, para todo t em [ty — т, ly + r] 


Їх(0- хо! = «В! [5o хіб 
10 
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Sendo M o máximo de | x (7) — xo lem [t — +, tg + r], resulta 


1х (0) — xo! < aM | ая 


To 


ou 
1x Œ) — xol s aM Mt — tol! 
e, assim, para todo tem [ f — r. fg + r] 
Ix() — x | =< «BM ғ 
e, portanto, 
M = aBMr (por quê?). 
Se tivéssemos M > O (observe que M > 0), teríamos 1 < œfr ou r = T que contradiz 
©: segue então que M = 0. Logo ар 


ха) = xy em [to — r, to + r]. u 


Lema 2. Se x = x (0), t € I, for solução de @ e se h (х0) = 0, então 


x (t) = xg em 4. 


Demonstração 
Pelo lema 1, existe r > O tal que 
x (f) = xy em [tg — r, to + rl 
Seja B = {b € Ilx (0 = xg em [to — r,b |}. Se B não for limitado superiormente, tere- 
mos x (f) = xo em [19 — r, +®[е +% será, entáo, a extremidade superior de /. Se B for 
limitado superiormente, admitirá supremo b e, assim, 


x @ = xo em [to — r, b [. 


Se b pertencer a Г, pela continuidade de x = x (1), resultará х (b ) = xg; seguirá, então, 
pelo lema 1 que existirá ғ > 0 tal que 


x (Ü) = xo em Б-т,В-7| 
contradição. Assim b é a extremidade superior de 7. Deixamos a seu cargo concluir que 


x (t) = xy em I. c 
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Teorema. Seja a equação 


onde g e h são definidas em intervalos abertos J} e I», respectivamente, com g contí- 
nua em 7, ей’ contínua em J}. Nestas condições, se x = х (0), t € I, for solução não 


dx 


uw 80^0 


constante da equação, então, para todo t em 7, 


h (x 0) # 0. 


Demonstraçao 


Se, para algum їр em / tivéssemos Л (x (15)) = О, pelo lema 2, teríamos, para todo t em 1, 


x (t) = x (tg). 
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CONSTRUÇÃO DO 
CORPO ORDENADO DOS 
NÚMEROS REAIS 


A6.1. DEFINIÇÃO DE NÚMERO REAL 


Definição. Seja a um subconjunto de Q. Dizemos que a é um número real se satisfaz 
as condições: 


(К) а + феа # Q. 
(R2 Ур, д Є Q,se p € aë q <р; então q € a. 
(R3) a nào tem máximo. 


A idéia que está por trás de tal definição é а de caracterizar um número real pelo conjun- 
to de todos os números racionais que o preceder. Pela definigáo acima, estamos represen- 
tando um número real œ pelo conjunto dos racionais que o precedem. 


EXEMPLO 1. a = (p € Q Ip < 2) é um número real. De fato: 


(RD) a £ &, pois, 0 € a. 
а + Q, pois, 5 € (Q e 5 Z a. 


(R2) Sejam p, q racionais quaisquer, com p € «e q < р. Temos: 
pEasp<2. 
Dep <2eg< p, segue q < 2, logo, q € a. 
(R3) a náo tem máximo (verifique). 


Assim, o conjunto а = (p € Q Ip < 2) satisfaz as condições (КІ), (R2) e (R3), logo, é 
número real. 
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Seja r um número racional qualquer. Deixamos a seu cargo a tarefa de verificar que o 
conjunto (p € Q 1p < r) é um número real. Tal número real será indicado por r*: 


ув = (p€ O Ip<r) (т racional). " 


EXEMPLO 2. a =Q_ U {p E Q} ip < 2) é um número real (quem é @?). 
De fato: 


(RD а + ф, pois, QU Ca(Q.. = {rE QIx «0)) 
а + Q, pois, 5e Qe5£a. 
(R2) Sejam р, q dois racionais quaisquer, com p € «e q < p. Temos: 
(i) se p € Q, então q € Q.., logo, q € a. 
Gi) se p > 0 ë q = 0, então q € a. 
(ii)sep>0eg>0 


« 
Sader 


De р? < 2, segue 2 < 2, logo, q € a. 
(R3) Seja p € a, com p > 0. Temos, para todo л Є №, 


que 
з 
їр 
< 
to 
II 
ч 
ә 
+ 
ә 
= 
+ 
A 
"3 
to 
+ 
кә 
Bs] 
n 


ou 


Por outro lado, 


* 
9241 (р+1у<2 6 n> 29341 
п 2-р" 
2р-1 
Tomando-se, entáo, n > I resulta 
2-р 
1 i 
(> + J «2 
n 
o que mostra que o não tem máximo. и 


Exercícios 


1. É número real? Justifique a resposta. 
aja={pEQI3p+1<2p-5} 
bha=(pe0lp+1?(p-3)<0) 
a= {pE Qip - 2р2 + 3p -6«0) 
dja- {рє @1р20 + 2р10+5<0} 
da= (ре QI?) <3} 
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2. Seja e um número real e indique por M, o conjunto dos racionais que são cotas superiores de o, 
Prove que 
B=(pEO0I-pEM,e-p+minM,) 
é número real. 
3. Sejam a e В números reais. Prove que = U Be a N B são, também, números reais. 
4. Sejam os números reais a = {рє @1р%<5} ef = {p E 01р < 2) Determine a N Be e U f. 


5. Para cada n E N, seja o número real o, = ( Complete: 


2n+1 
а)ау =... Бау =... уу = ... 


3 
d U оар = а) U aj U az U a3 =... 
n=0 


6. Para cada n € Ñ, seja o número real а, -Í 2 А 1 | рөн que 
nt 


To 1 +» 
U an= L EQip< vi } onde U а, indica a reunião de todos os números reais оңу, 
0 n=0 

[T ED 


7.SejaA = (Ire Q,r>0e 2 < 2}. Determine a reunião de todos os reais œ, com a € A. 
Verifique que tal reunido é um número real. 


A6.2. RELAÇÃO DE ORDEM EM R 


O símbolo R será usado para indicar o conjunto dos números reais: R = (a | œ é número 
real). 


Definição. Sejam a e B dois números reais. Definimos 


a)a < 8— a C В. 
ЮасфсоаСфд сатрфд — 


Deixamos a seu cargo verificar que, “<=” é uma relação de ordem sobre R, isto é, “=” 
satisfaz as propriedades: 
OD)DVaeR asa. 
02) V a, BER, a = Be B = а= a = В. 
03)V a, B, y € R, a = B e B = у= a у. 


Para provar (04), vamos precisar do 


Lema. Se а é um número real e se x é um racional, com x É a, então, p < x, para todo 
pea. 


Demonstragáo 


Suponhamos, por absurdo, que exista p € a, com p = x. Pela (R2), teríamos, então, que 
x € a, contradição. Portanto, se x É æ, então p < x para todo p € о. Г] 
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Este lema nos diz que todo racional x que não pertence ao real œ, é uma cota superior de a. 
Vamos, agora, demonstrar a seguinte propriedade. 


| Propriedade (04). Quaisquer que sejam e e Вет R, a = £ ou B = a. 


Demonstraçao 


Quaisquer que sejam os reais = e B, C B ou a Z f. 

Se a C B, então, а < В. 

Se a não está contido em В (a Z B), então existe um racional x, com x € аех É f. 

Como x € B, segue do lema que p < x, para todo p € В. Como x € ае, para todo p € В, 
p < x, segue de (R2) que p € о, para todo p € £, isto é, B С а, ou seja, B < a. " 


A6.3. ADIÇÃO EM R 


Teorema 1. Se «e  s&o números reais, então 
y-7(atblae€o,bepj 


também é nümero real. 


Demonstração 


Precisamos provar que y satisfaz as condições (R1), (R2) e (R3). 
(R1) Como a e não são vazios, existem a € a, b € B; assim a + b € y, logo, y + 4. 
Por outro lado, como a + Q e 8 = Q, existem racionais s e z, com s É a et É B: pelo 
lema da segáo anterior, tem-se: 


Vac€aacseVbeg,b«t 
daí 
Vaco VbEBat+b<s+t 


Logo, s + t € y e, portanto, y + Q. 
(R2) Precisamos provar que, se x € ye y < x, entáo y € y. Para provar que y € y, precisa- 
mos fabricar um s € x e um t € B, de modo que y = s + t. 
Temos: 


x€yex-a-bparaalgum a € a e algum b € B. 
De y < x segue y < a + b, daí y — a < b; como b € f, segue que y — a € В. Então, 
y=a+( - а), сотаєЄ ae(y— a) € В. 
Logo, y Є y. 


(R3) Para provar que y não tem máximo, precisamos provar que, se x € y, então existe y € y 
com x < y. Temos: 


x€ y x= а + b para algum a € a e algum b € p. 
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Como a e Bnáo têm máximo, existem racionais s € aet € Всота < seb < t; daí, 
а + b < s + t. Tomando-se у — s + t, tem-se x < y, com y € y. Assim, y não têm 
máximo. 

Como (R1), (R2) e (R3) estão verificadas, segue que y € R. ч 


Definição. Sejam a e B dois números reais; o número real у = [a+ bla € a, bc 
B) denomina-se soma de a e Be é indicado por œ + B. Assim, a + B = (a + bla € a, 


be) 


A operação que a cada par (œ, 8) de números reais associa a sua soma a + f denomina- 
se adição e é indicada por +. 


EXEMPLO. Sejam r e s dois racionais; prove: 
r* + s* = (r + s)*. 
Solução 
Precisamos provar que r* + s* С (r + 5)* eque r* + s* D (r + s)*. 
Lembramos, inicialmente, que 
r=(xXEQlx<rhkst=(x€0lx<s) 
(па). (x€ Qlxr< r+ s). 


+ s* C (r + s)* 


x € к* + s* ©› x = a + b para algum a < re algum b < s, com a e b racionais. 


x=a+b 
a<r p>x<r+s>ox€lr+s* 
b<s 


Provamos, assim, que 


хЄєғ*# +5* әх Є (7 + 5)%; 
logo, 7* + s* С (r  5)*. 


("+ s)* C r* + s* 


x€ (r+s*=x<r+s=x-—r<s. 
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Tomemos um racional и, com x — r < и < s. 


u<s>uEst 
x= r<u=>ox-u<r>ox—uert 


Segue que 
x= (x — u) + u, com x — u € r* e u Est 


logo, x € r* + s*. 
Provamos assim, que 


xE(r+st>oxert+st 
logo 
("+ s)* C r* + 5%, = 
A6.4. PROPRIEDADES DA ADIÇÃO 
Nosso objetivo, nesta seção, é provar que a adição satisfaz as propriedades (A1), (A2), 


(АЗ), (44) e (0А). 
Para provar (A4), vamos precisar do 


Lema. Sejam e um número real, и < O um racional e M „ o conjunto das cotas supe- 
riores de a. Nestas condições, existem p € a, q € М, q £ mín M, (caso mín M y 
exista), tais que p — q = u. 


Demonstração 


Estamos interessados em determinar p € a, q € My q + mín My, comp — q = и. 
Para isto tomemos um racional 5 É a, com s + mín M,, e, para cada n € М, considere- 
mos o racional д, = nu + s. 


Ф Ч do 


Las 


Seja, agora, n o máximo dos naturais n para os quais q, € M, e q, + mín Ma. 
Dois casos podem ocorrer: 


12 CASO. E Ме 45-15 а. 
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48.1 дз = пи + 
` e 
A SS Ll 
a M, 


Tomando-seg = q;€6p = 47 +ър — q = u. 
2.° CASO. q, € M. e 95 + = mín M, (que só poderá ocorrer se mín M, existir). 


1 1 
Tomando-se q = 95 + = кер = 45 +1 + 7 Ўр q-wconpecaeqcM,, 


2 
q # mín My 
45.1 Ga 
pl 3 
Ed Nasen 


Teorema. A adição satisfaz as propriedades: 


Al) Associativa: Va, B, y ER, a+ (B + y) = (a + B) — y. 

A2) Comutativa: V a, B € R, + B = B + а. 

АЗ) Existência de elemento neutro: V a E В, а + 0* = a. 

АА) Existência de oposto: Para todo а € R, existe B € R coma + B = 0*. 

ОА) Compatibilidade da adição com а ordem: V a, B, y € R, os B— x + ys B + y. 


Demonstração 


Al) e (A2) ficam a seu cargo. 
АЗ) Precisamos provar que о + 0* C œe œ C a + 0*. 


a+0rCa 


Lembramos que 0* = {u € Q lu < 0). Temos: 


x€ a+ 0* © x = a + u para algum a € «е algum u < 0,4 € Q. 
u<0>Datu<aDI<asxrea 


portanto, 
xEa+0t>x€0q 


Logo, « + 0* C a. 


«С a 0* 


Precisamos provar que, se x € о, então é possível fabricar um a € « e шин < 0 tal que 
x=a+u. 
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Então, 
x € a = Ja € а, com x < a, pois а não tem máximo. 
sx<asx-a<o0, 
Assim, 
x-act(x-a.comacaex—ac«Q0, 
logo, x € a + 0*. Portanto, 
«С a+ 0*. 


АА) Seja а um número real; de acordo com o Exercício 2-A6.1, 
B= (p€ QI!—p € M, e —p + mín М} é um número real. Vamos provar que a + В = 0*. 


a+ B C 0* 


x€ a+ B= x = а + b para alguma € a e algum b € f. 
b€ p= -b>a=a+b<0. 


Assim, 


x€ « + B= x € 0*, ou seja, а + B C O*. 


0*Се+В 


Precisamos provar que, se x € 0*, então x = a + b para alguma € a e algum b € В. 

Como x < 0, segue, do lema anterior, que existem a € œ e —b € My, com —b # тїп My, 
tais que x = a — (—b); assim x = a + bcoma Є ae b € f. 

Portanto, 0* С а + В. 

Provamos, assim, que, dado um real о, existe um real B tal que a + В = 0*; provare- 
mos mais adiante que tal 8 é único e será, então, denominado oposto de o e indicado por 
-a. 


(0A) Sejam a, B, y € R, com a = f; vamos provar que ас + y < B + y. Temos: 
x€ a+ y=x = а + cpara algum a € a e algum c € y. 
Da hipótese, segue que a € e = a € B. (Lembre-se: a < Bea C В) 
Assim x = a + c para algun a € Be algum c € y. Logo, x € B + y. 


Provamos, assim, que 


as=B=>a+yCfBty>oatysBr y. ч 
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Teorema. (Unicidade do oposto) 


Se æ + B = 0* e e + у = 0*, então В = y. 


Demonstração 


B=0%+ B=(y+ 0 + B= y+ (a+ BD = y+ 0* = y. ` 


Teorema (Unicidade do elemento neutro) 


Sea + y = a para todo а E IR, então y = 0*, 


Demonstragáo 

Da hipótese, segue que 0* + y = 0%; daí y = 0*. в 
Exercícios 

Т. Prove: V о, В. уЄ К, о = Во + y = B + y. 

2. Prove: Vo, B, y € Е, а + у= B + уа = B ei do cancelamento). 

3. Prove: Va ER, — (~a) = a. 

4. Prove: VER ах 0* e 0* = — a. 

5. Prov: Vo, B, y ó € Rae Beys 8= a+ у= B + ë, 


A6.5. MULTIPLICAÇÃO EM R 


Teorema. Sejam а, B € R, com a > 0* e B > O*. Então 


у= Q U(abla€a,b€ B,a»0,b»0) 


é um número real. 


Demonstracáo 


(RI) yA 4, pois Q_ С y. 
Para provar que y # Q, procedemos assim: como a e f são números reais, existem raci- 
onais m en com m É a e n є B, daí: 


VaEacoma>0,a<m 
VbCcf,conb»0,b «n 


logo, 


ab < mn para todo a € o, a > 0, para todo b € B, b > 0, portanto, mn € y. (Por qué?) 
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(R2) Sejam p, q racionais com p E ye q < р; precisamos provar que q € y. Entáo: 
(a) Se p = 0, entáo q < 0, logo q € y. 
(b)Sep»0eg €0,q€ y. 
(c) Sep > 0ед > 0, vem: 


p€ yep» 02 p = ab para algum a € a, a > 0, e para algum b € ñ, b > 0. 


De 0 < q € p = ab, vem 4 < b, assim Le B, e 3 > 0; logo, 
a a a 


а= а: 9 coma а,а > де Ч єд 4 > 0. 
a a a 


Portanto, q € y. 
(R3) Para provarmos que y não tem máximo, basta provarmos que, se p € ye p > 0, então 
existe q € y com q > p. 
Temos: 


pEYyp>0=p= ab para alguma € o, a > 0 e algum b € B, b > 0. 


Como a e B são números reais, existem a' > a, сота’ € a, b' > b, com b' € f; даг 
a'b' > ab = p,coma'b' € y. " 


A seguir daremos a definigáo de produto de dois números reais. 


Definicáo. Sejam o, B € R. Definimos o produto de « por B por: 


Q- oÍ[ablaca,.beB, a0, b» 0} se а> 0* e B>0* 
0* se «=0* ou B=0* 
а:В= 1-0): Ві sea c 05 e B» 0* 
La CB] sea 0* e p<0* 
(-a):(-B)sea «0* e B<0* 


EXEMPLO. Seja a = Q_ U (pe Q} ip? «2y; prove que a * a = 2*. 
Solugdo 
a-a=Q_U {abla >0ea «2,5» бер? <2). 


Precisamos provar que a: а C 2* e que 2* C a : a. 


а`а Cc2* 


xC€a:aexs0-xc2*, 
x€a-aex»0-x- аЬ, cona» (еа «2,b > 0e b) «2. 


548 Um Curso de Cálculo — Vol. 1 


2 2 


хэрэх зав <a. 
x > 0 e 2 < 4 — x < 2, Portanto, 


xEa aex>0>x1€2* 


Segue que a: a C 2*. 


2*Ca-a 


хЄ2 єх«0-хЄаса. 


2 
0<х<2 A EDI 


xE2*tex>0 


Existe a racional, a > 0, tal que 
х? 
Ер <a? < 2 (veja adiante). 


2 : 2 
Daí, (2) < 2; сото хое (=) < 2, resulta que Zea Assim, 


a Жї а а 

x 

x=a:— 

a 
x x 

coma > 0,а € <, = > Ое — € a; logo, 

a a 

x€ a: a. 


Assim, 
xE2tex>0>1€a:Q 


Portanto, 2* C аг a. 
Provamos, assim, que a - œ = 25, ou seja, 25 admite raiz quadrada em R. 


2 2 
Vamos provar a seguir que, se Хос 2, então existe a > 0, racional, tal que - «4-2, 
? A х2 x? x? 11 
De fato, como x é racional, <l ou > 1, Se > < 1, basta tomar a = 107 Se 
х? E 
y= E > 1, tomemos um natural п tal que 
1} ү 2 
Š он ена, 
п n y 


z 
[omo (1+ J sir _ =1+ 
n 


3 
, tomando-se n tal que 
2 
п n n 
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MERA EN 
n Уу-1 


onde y = mín b 2) O se veis. 
y 


: 1 2 : Š z 
Seja u = 1 + —, onde n é um dos naturais que verifica (1). Um dos termos da progressão 
п 
geométrica 
ea 


2 
está compreendido entre 23 е 2 (por qué?). 


Seja k o natural para o qual se tem 


2 
— «a <2. 


Basta, entáo, tomar a = ик. " 


Exercício 


Prove que, sc a с b são dois racionais quaisquer, então a*b* = (ab)*. 


A6.6. PROPRIEDADES DA MULTIPLICAÇÃO 


Nesta seção, vamos provar as propriedades (M1), (M2), (M3), (M4), (D) e (OM). Para 
provar (M4), precisamos do 


Lema. Sejam a > 0* um número real e z, racional, com 0 < и < 1, Então, existem 
racionais p € a, q € M, com q + mín M y (caso M y admita mínimo), tais que P= u. 

А Р 4 
(M, € o conjunto das cotas superiores de a.) 


Demonstração. Fica a cargo do leitor. (Sugestão: Tome um s É a e, para cada natural n, con- 
sidere o racional q, = su"; agora, proceda como na demonstração do lema da Seção A6.4.) m 


Teorema. Sejam о, B e y reais quaisquer. A multiplicação verifica as seguintes pro- 
priedades: 


MD (af) y = a (By). 

M2) aB = Bo. 

M3) a 1*7 a. 

МА) Se a + 0%, existe B € R tal que а - B = 1*. 
D)e (B+ y) = aB + ay. 

OM) a < Be 0* < y> ay = By. 
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Demonstracáo 


(M1) e (M2) ficam a seu cargo. 
(M3) Suponhamos, inicialmente о > 0*. Precisamos provar que о · 1* Саеа Со · 15. 


a:1*Ca 


Lembramos, inicialmente, que аг 1* = Q_ U (abla€ a,a >0,0 < b < 1). 


x€a':l*ex &0—x€a. 
x€ а: ]*ex>0= x= au, coma € z, a > 0,e 0 «ис 1, 


Deu < 1 ë a > 0, segue au < a e, portanto, x = au € a. Fica provado, deste modo, que 
a:1*Ca. 


aCa-1* 


хЄє@ех=б=хЄө- 1% 
хЄасх> 0 = Ja Є а, com x < a. 


Assim, x =a ` 2 Є а ·1*,роіѕ, аЄ а,а> 0,е E < 1, com * > 0. Portanto, а C a: 1*. 
a a a 
Provamos, assim, que se z > 0*, então аг 1* = a. 
Se a = 0*, pela definição de produto, а - 1* = 0* · 1* = 0* = a. 
Sea < 05 a: 1* = —[(— a): 1*5] = — [— a] = a. 
Segue que, para todo е € R, a: 1* = о, 
(МА) Fica a cargo do leitor. (Sugestão: Suponha, inicialmente, a > 0* e considere o número real 
1 1 2 
B=0_U¿4pEQIp>0,— € M, e — + mín M, | 
р р 
Proceda, então, como na demonstração de (A4) e conclua que a · 8 = 1*. 
Sea < 0*, —a > 0*, logo, existe B tal que (—a) · B = 1*, mas, (~a) B = а - (- B; 
logo, e (— B) = 1*.) 
(D) Precisamos provar que 


e (B + y) C aB + aye z (B + y) 2 аВ + оу. 


12 CASO: a > 0*, B > 0* е y > 0*. 


a (B + y) C oB + ay 
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x€ a(B+ y)ex < 0=x € 08 + ay. 
x€ a (8 + y)ex 0 =x = ad para algum a > 0, a € a, e para algum d € В + y,d > 0. 
4€ B+ у= а= + c,comb € Весє y. 


Assim, x = ab + ac € aB + оу, pois, ab € a · Be ac € ay. Portanto, a (B + y) C aß + ау. 


aB+rayCa(B+y) 


xeabBb+rayex<0>xea(B+Yy. 
Suponhamos, então, x > Оёх € aß + ay. Como zB > 0* e ay > 0*, existem u € «В, 
и> 0, e v € ay, v > 0, tais que x = и + v. (Verifique.) 
Segue que existem a, a” € о, coma > 0 e q' > 0,b € B, com b > 0, c € y, com c > 0, 
tais que x = ab + a'c. 
Supondo a' = a, resulta 


x=ab+acz=ab+ac=a(b+c€al(B+ у); 
logo, pela (R2), x € = (B + y). Fica provado que 
«B + ay C «(B + y. 


2. CASO: a > 0*e B + y > 0*. 
Suponhamos 8 > 0*. Temos: 


oy — a [(8 + y) + (~P) = = (8 + y) + a (— B) (1. caso); 
daí 
а(В + y) = aB + ay. 
3° CASO: a > 0*e B + y < 0*. 
«(B + y = —[e (B — Y= - [e (B) + «CC l 
ou seja, 
«(8+ y) = аВ + ay. 


Deixamos a seu cargo verificar os demais casos. 
(OM) Deixamos a seu cargo. " 


A6.7. TEOREMA DO SUPREMO 


Um subconjunto À de R se diz limitado superiormente se existe um número real m tal 
que, para todo a € A, œ = m. 
Para demonstrar o teorema do supremo, vamos precisar do seguinte 


Lema. Seja A um subconjunto de R, nào-vazio e limitado superiormente. Então, 


y= va = Íx € Q x € a para algun a € А} 
e€ A 
é um número real. (y é a reunião de todos a pertencentes a A.) 
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Demonstração 


(R1) Sendo A = &, existe а € A e, como a = ф, resulta у q. 

Sendo A limitado superiormente, existe um número real m tal que o < m, para todo 
а E A. Como m é número real, existe x racional, com x € m; daí para todo a € A, x É a, 
logo, x É ye, portanto, y * Q. 
(R2) Sejam p e q dois racionais quaisquer, com p E ye g < p. Temos: 


РЄ y=p Є a para algun а EA 
pEaeg<p>q€a 
qg€a2qg€y. 


(R3)p€ y p € o para algum а € A. Como о não tem máximo, existe p Є а, com 
p > p. р € e = p € y. Assim, para todo p € y, existe p € y, com p < p. Portanto, y 


náo tem máximo. 


Como (RI), (R2) e (R3) estáo verificadas, segue que y é um número real. п 


Teorema (do supremo). Se A for um subconjunto de R, náo-vazio e limitado supe- 
riormente, entáo A admitirá supremo. 


Demonstração 


Seja y= U a . Pelo lema, y é número real. Vamos mostrar que y é o supremo de A, isto 6, 
aca 
y = sup A. De fato, como y é a reunião dos a pertencentes a A, segue que, para todo a € A, 


y > a, ou seja, y > a. 


Logo, y é cota superior de A. Por outro lado, se y é uma cota superior qualquer de A, у > a, 
para todo а € A, e, portanto, para todo « € A, 


y D a. 


logo, y D U = y, ou seja, у = y. Assim, y é a menor cota superior de A, isto é, 
аЄА 


у = sup A. ч 


A6.8. IDENTIFICAÇÃO DE Q com Q 


Inicialmente, vamos definir aplicação bijetora (aplicação e função são palavras sinóni- 
mas). Sejam A e B dois conjuntos não-vazios e ф uma aplicação de A e B. 

Dizemos que q é bijetora se 
DImp=B 
Gi) V s, r € A,s £ t > @ (s) # @ (D). 

A condição (i) significa que q é sobrejetora e a (ii), injetora. Deste modo, q é bijetora 
se, e somente se, ф for injetora e sobrejetora. 


Apéndice 6 553 


Seja a um número real. Dizemos que « é um número real racional se existe um racional 
r tal que a = r*. = 

O conjunto dos números reais racionais será indicado por 0:0= [r*1reQ). 

Seja а um número real. Se о não pertencer a Q , diremos que a é um número real irra- 
cional. Verifique que 


a-Q U(xE0Q,Ix4=<2) 


é um número real irracional. ET | 
Olhemos, agora, para a aplicação ф: Q — Q dada por q (r) = r*, que a cada racional 
r associa o real racional r*. Tal aplicagáo é bijetora (verifique). Além disso, temos: 


() e(r + 5) = (r + 9) = rt + s* 0) + ols). 
(1) @ (r : s) = (rs)* = r* - st = @ (p) ` e. 
(iü) r =s @ r* < s*. 


Tal aplicação q nos permite, então, identificar o racional r com o real racional r*. Neste 
sentido, podemos olhar para €) como subconjunto de R. 


RESPOSTAS, SUGESTÕES 
OU SOLUÇÕES 


CAPÍTULO 1 
12 


1. DE b)x«-2 ors -$ dx=1 ox< i Рх=1 


1 
2. а) Зх — 1 >Q parax > g:97 1 < 0parax < 3138-1 = 0parax = 


b) 3 — x > 0 para x < 3; 3 — x < 0 para x > 3; 3— x = O para x = 3 


c) 2 — Зх > 0 para x < :2-Э«Ориах» 31231 Opa 


d)5x + 12 0parax ise 1 < 0parax < is 1= Орагах= — 


eZ 


х-1 


х 
x = 1. A expressáo nào está definida para x = 2 


J) (2х + 1) G — 2) > 0 para x < түр > 2; 00+ DE- 2) < 0 para 


-3 <х< 2; (2x + 1)(х — 2) = О рагах = —— ou x = 2 


|= 


2-3х 2 2-3х 2 
> драга —2 < x < =; <0 <-2 > =; 
g) 3 р х qx para x oux 3 
2-3х 2 rx 2 Ç 
—— = O para x = —. А expressão não está definida рагах = —2 
x+2 3 


vo jm 


1 > Орагах < l oux> 2; Ж «ора <a 2 1 =0 para 
gs 


3. 
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h) 2—5 Opaax<20ux>3; 202 <0риа2<х<3; e =0 
у= 3 x dux 


para x = 2. A expressão não está definida para x = 3 
9 Qx- DG-2)<Opuar< тов» 2, x- DG-23>0 
3 


para + єє $:Qr- DG — 22 -Ориах- 2 oux = 3 


P x(x — 3) > 0 para x < 0 ou x > 3; x (x — 3) < 0 para 0 < x < 3; 
x(x— 3)=0parax=0o0ux= 3 


D x(x — 1) Ох + 3) > 0 para -i «x«0oux l;x(x— DOx-3)«0 


para x < -3 ou 0 < x < 1; x (x — 1) (Ох + 3) = 0 para x = 0oux = 1 


2 
m) (x — l) (1 + x) (2 — Зх) > Орагал < —1 ou 3 <х<1 


7 
(х= l)(1 + x) Q — Зх) < Opara —1 <x< y oux 1; 


va [to 


(х — 1)(1 + x) Q — 3х) = Oparax = loux= -l oux = 


n) xQ? + 3) > 0 para x > 0; x (X + 3) < 0 para x < 0; x (x? + 3) = 0 para 
x=0 


1 
о) Qx — 1) G3 + 1) > 0 para x > Р Qx- DG + D < 0 para x < 5 
Qx- 1062 +0) = 0parax = + 
b b 
р) (a > O)ax + b > Оратах > ——; ах + b < 0 parax < ——; ax + b = 0 
a a 
b 
parax = —— 
a 


q) (a< 0)ах + b> Oparax < —7; ax + b < 0 parax > zb E seg 
a a 


b 
para x = —— 

a 

1 1 1 
шааж bxs10ux>3 A A IEA 


14 
х= 2 oux>2 fx=00ux=> g)x<-—20ux>2 MIST 


1 
2 
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10. 


11. 


13. 


17. 


19. 


20. 
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3 9 3 1 13 
фх« > oux> = х« -ох»2 [-1<x<00ux> — 
2 5 2 2 1. a)7 b)3 с)а 4)-а е)аѕеаг 0; -аѕеа < 0 
y = 0; <0 
т)х<--ошх>3 mr < Š o)x<3 азр а 0а se 8 
2. ajx=20ux=-2 b)jx=2oux=-4 c)x=loux= 0 
5 : E 3 1 
arti b) — y2x 3 a-t yaa d) Não admite solução g= az praag 
x+3 1 1 х+р 3 2122 3 xxx - 2 3 i ã 2 2 
p- 2 – һ)— D -—— Px ctp +рх+р 3. а)-1«х«1 b)-1<x<2 с) Náo admite solução d) = <x < — 
9x? 5x xp x*p 9 9 
e) -1<х<1,х+0 р-1«х«7 gji<-30ux>3 
SA 2 + 3xh+h o)4 
ES E л) + 3 о h)x< —4cux>-2 Dx<0oux>3 »4 <х<1 
a)x«-2oux 22 9)-1«х« 1 c)x<-—20ux>2 Dx<00ux>2 magl mx>1 o)x<loux>2 
dyx< -loux>1 е)ух<—-Зой—1<х<3 fx<-—2o0ux>2 3 
prs-20 > 5192 hx=<-40uxz4 D)-r<x<r 5. а)—2х— 1$ех= —1;1$е—1<х<0;2х+ 1sex> 0 
Jos rouen Б) Зѕех= —1; 2х c 1 se C1 & x < 2; -3sex 252 
а) (х—1)(х—2) &)(х+1)(0—2) Qui) da- 3) 1 i 
exQx-3 DG-DQx-D DA DEAD А) (+0) (3х 2) с)-3х gaea rtis cxrcnik-isere2 
i) (2x — 3) (2x + 3) DxQx-5 4)-3х + 3sex<0;—r+ 3se0<x= 1; x+ lsel<x=2;3x—3sex=2 
а)1<х<2 b)»x«20ux 23 cjx<0o0ux>3 d)-3«x«3 1.4 
2 1 5 3 
e)x< —loux> 2 Da<loux> = gxz2 Boss 1. o |2. + b) ]—1,1[ e) [1,2] d) el 
1 
i) Não admite solução Jj) x = > 2 0<г=1 
3. 0« r= 5, onde s é o menor dos números b — — а. 
а) Qualquer x b) Qualquer x S 2 d 
e) Não admite solução d) Náo admite solugáo 4. а)11,21 b ЇЕ 5] c) ] >, +0[ d) Е 1 
2 
Ї А 3 В 
дх>3 fxe-5, хэ Юх>1 Dx» хт 0 CAPÍTULO 2 
al b-2 с)-1,1е2 dl e2 f)-3,-2,2 2.1 
а)(х—1)(х+1)(х+2) Da DN (+ 10) 2) с)х(х+3у(х—1) L 39-32. moles да dÉ 
й (х= 2)(х + 2)(х +3) е)(х+1)(х+2)(х+3) а-о ++) 4 3 a 
2 a)x+1 bx-1 exp 42 e2 PO gX+r2x+4 


a)x>1 bx<-300-2<x<-—1 
d x<-3ou0 <x<1 


с) —-3 = x= —2oux z 2 


h)x! -2x + 4 Dx + px + p? pl p-L 
x 


m)x — 5 
2x ) 
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m)D,=R n) D;= R 
_х+3 cote jež m 
9x2 92 P xp 4 xp? 


n) 


3. а)2 5)3 e) -2 d2+h е)2х+3 + А P 2х – 


8) 2х-2 +1 В) 2х2 +1 0 -4х-2п 441423 


DI + Зхй +h т) З + 2 + 3xh + hk 


я 2 1 o)D,- (xe RIix* 1) p) D, = (< € RIx# 1) 
п) 3х7 + 2х ЗА. +З t АЛБ о)0 р) o—————— о с x Jr + 1 
xU oh) ко) = -xthx£l gas E 11 
2x+h 1 х-1 х-1 


6х2 -1+6xH+ 282 р) = 
4) ý a 00 Ba 


4. a)D,-R b)D¿=R c) D, = R 


QD, = (x€Rix = 0) 
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a) b 


а) ҒО) > Ose x > 3; (х) = 0sex = 3;/(х)<0зех<3 


Буро) > 0sex < 3160 = 0зех= je <0зех> > 
с) Јо) > 0sex> 5510) =бзех = E Ро) «0sex« + 


DIG>0sex< 270) = 0х EX LII = 


vw [io 


e) f(x) > 0sex> —3; f(x) = 0sex= -3;fQ)x0sex«-3 


Эх) > 0sex < ЛО) =0зех = > fo) <0sex> n 
уб) Озок Dirt) =0бзех = Lift) 0х 2 
a a 


В) Р) > 0se x < EJ =0s0x= — а) < 0 sex > zb 
a a 


а) Ро) > 0se x < —2оих> 15700) = 0 sex = —2 ou x = 1; f(x) < O se 
-2«х«1 


3 
b) ро) > 0sex < 22 oux>—1:f0)=0sex= 2 oux=—1;f(x) <0 
se s3 «х«-1 
2 


с) РО) > 0ѕе0 < yrl f =0sex=00ux=1;f(x)<0sex<0 
oux>1 


10. 
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d)f(x) 2 О ве2 «х < 3; 0) = 0sex = 2oux = 3; 00) <O sex «20ux 3 


е) у(х) > Оѕех< -l oux > 1; (а) = Оѕех = 1: 70) < 0ве-1<х<1 


РРО) > 0 е i <х< ig =0зех= 7,10) ховх ios 5 
3 2 3 

Df) > Овех < E oux >> 0;f(x) = Оѕех = 0; /(х) < Ose E <x<0 
1 А 1 1 

туо) > 0sex < 5 oux > 2; (х) = Овех = TOR 223 <x<2 


DfG)<0sex<—l1ou0<x< 3370) = 0зех=бол = 370020 


se —1 <х<бошх> + 
2 a 1 E 1 
DIO < 0sex < auo süsex- 3407 0зех> a 


DfG) < 0зех< —1ош 2 «x 2/0) =0зех= —loux= a 


fa >0se-1<x< DE 


mf < 0sex< Хэн 109 =бзех= 2100 >0%0 : «x«l 


3 
oux — 
2 


a)(xe€RIx£1) b(ieRIx£-lex*l) OR 
deRIxe-2) exe RIx»-2) B xe Rix #бех= —1) 
gíxeRIix«-louxzl) h)(x€ Rix< -3ouxz 0) 


DR »|e$] о 15.5] m) (x€ RIx< — 2oux> 3) 


n ((SRIr=-—loutz1) oe)ixeRixzOex*!) р)[—2,2] 


5 15 5 
2009 5 E L оо 
a| EE] r) [1,3] 5) [0,1] |Ë] u) (OF IL +o[ 


2) 
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d) e) p 


c)f(-2) = 1éo menor valor 
atingido por f 


= TUNES 2 
р) у= х ѕех 0;y= —x“sex< 0 q) у = х?вех = 0;у= —sex<0 
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g) h) 15. a)D,= (€ RIx# 0) b D= (x€ RIx=# 1) 


i) 


p a= (x€ RIx#= 01 


14. a)f()z0sex&-louxzLfQ)«0se-1cx«1l 


bf 2 Оѕех< 2 оцих 2 3; (х) <0se2<x<3 


c) f (x) > О para todo х 


Df z0seO S x= 3:/(х) < 0 ѕех < Оопх»3 
e) f(x) < 0 para x + —1; f(x) = 0 parax = —1 h)D= (z€ RIx# 2) 
D ГО) > 0 para x + —3; f(x) = 0 para x = —3 


g f(x) > О para —3 < x < 3;f (X) < 0parax < —3ou x 3 


В) Р(х) > О para x < —1 —47 0ux>-1 + JT; РО) < 0se 
-1-47 <x<1+47 


DfA =0sex <= ко ouxz 33:77 даусох 3-47 “х= Atxi 


j) f G) < 0 para todo х 
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DD=(xERIx% 1) 


nD-(xeRix*-1j 


A 


l Р 
=1 110 
11 


р) р = (x€ RIx #0} 


т) р = (x€ Кіх # 1) 


16. 


18. 
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17. D-(xe€HRIixs-louxz l1) 


DD-[-3.-1] 


-3 -2 -1 


— 


y= ү9—х? =? +y = 9,у20 


E "I d. КО шс ud 
у= ү1- (x +2)2 @ (кх+2) ty -Lyz0 


19. a) f(9-44-x* 


b) 
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de жетс ar+ryray=02+ 7,7 | 23. а) /2 b) 45 
+2y+1=1 E e) 42. 41 
“+(у+15=1, 3 
3 2 
ув-їсэуз-1441-2 4 o4 py 26. у= 43 1-5 
4 
za ia 
[x 


25. Т(х)- | “0 + D 


1 2 


)oG-1-G942)55y«-2 fy- 


х-1 


27. а) 


21. a)f Q2) = máx fa i =2 
f(—-1) = máx (-1,-1) 5-1 


5) = máx 2.2 =2 


2 


22. өл(т)=тк{пєл\л=+}- 


-1/2 1⁄2 


115 (%) =1е 
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B — 1 
E 29. i 1 (ure Dy==x+1 
a дуу-х-1 by=2x+3 су=-3х-5 dy=-53x 3 22 3 
2 | l а) 
5 , 15 9 
e) y = Dyr= 5х+ 
2 
30 - з. d=” Jm +1 


32. С(ђ = 20 4300m 33 A=% 
r 


2 
з. A-x|dad-x 35. 26 -5| 


36. a) b)hQ)=4 


с) 


e) 


37. Quadrado 38. Divida em partes iguais 
39. 40, 10" тиг: B e A 
n+4 т+4 9-443 9+443 
2 2 ) 
а. aa 122 2 = 2 b) (5) + (1-5) 5 h) 


ЕЯ 


1 1 1 
42. а)3 b0 ә = 4) 3 9-2 p 3 


43. а)уу—3=2(х— 1) очу = 2х +1 By =2х+1 


1 
dy=x+3 dy= = 


45. а)у= -х +3 Юу=-тал с)у = x+ dy= >x- 


É 
i 
! 
Ё 
Ї 
| 
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2.4 


a) 
b) 
| 
jm 
zi - | i - 
с) 
унан E 
itd Н 1-2 H 
Pa 5 Е Сва РЕ 
а 


fo + в б) = 0e EM = 51 para todo x 


2 
a)h)-3x47  b)h(Qo ү2+х? ово) = 5% 
x 


Dht)=-4 +18x-17 eh()= тэ 
2 


fhQ)--Qxtl,x*-1 ghQ)-4x?-x  h)h(o-xx*l 
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2 
. A= (x€ RIx# —5P,h@) = —— 
3 а) ix x ph) ез 
bA-(xe€RIxs-lIouxzlLA()-qx?-1 
ОА = [x € RI x =< —4 ou x > 3), h (к) = = 
үх-3 
DA= {xE Rix#0ex# 1}, ha) = =: 5 
XU 
e) A = ]-5, -43] U [-1, UL, to 8 = A2 — 2? 1 
1 - = : 
& ofo-- pra) = 2 OfG-4x dft)-1* fix 
д fws- f fG)=2+ Ji+ x 
CAPÍTULO 3 
31 
1. a)Emtodopreal b)Emtodopreal с) Em todo p real 
d)Emtodop * 1  e)Emtodop + +1 
Р Em todo p real 
2.93 5З cl 45 ol AS DV no 
4х2-1 
3, = 
fe EET 
: 452-1 
lim — 
x=>1/2 2х - 1 
4. а)4 


-1 EDAD Ух+1 
40 e-2 po 


o (observe: 1 М1 1 аж 
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3.2 : 12. a)4 b)-l  c)Náoexiste 4)6 e)l f) Não existe 
1. gve-0,x >0,I Vx — VÕI < є«®1х1< е^. Então, dado є < 0etoman- 4 " 
БОРООН para todo x € ух» 0) 13. Como fé contínua em 2, para todo € > O dado, existe ó > O tal que Y x E Dr 


2-8«х«248-28-є«/()-8-вс 
Ix -001« 8l x - J0l« e 


Em particular, para e = 1 existirá ô > Otal que 2 — 8« x < 2 + Ə= 7 < f(x) 
logo, f(x) = dx é contínua em p = 0 


15. Paraseterif (x) — f (p)| < e basta que se tenha M |x — p | < e. Tomando-se 


3 3 
_ сс - < x< (+ . Dado e > 
h) V e>0,1 -e< Vr <1+eSl -9 <х<(1 +. Dadoe>0e ё==*,\х—р1< sIf- fP) є 


tomando-se 7 = ](1 — Y ar &З,1Є1. 


17. Рага se ter |f (х) — f(0) | < e (observe que f (0) = 0) basta que se tenha 
x =1х = 02 «єошх-01« Ме. Tomando-se $ = Je, 
Ix-0|<3>5If6)-Ff(OI< є 


xEl=1-e<Yi<l+e 


logo, Vx é contínua emp = 1 


2. Para todo € > 0, х + Оер £ 0, 18. Observe que l f(x) | &1х1 


- + 
lo Pelo! ep 


р x p p х P. 


20. Suponha que exista p, com f (p) * 0, e aplique a conservação do sinal 


21. Aplique o Exercício 20 à função h (x) = g (x) — f(x) 


1 PNE E 
p 23. ао) = РО) |x + -2|- 2 anj. сле оа. 
E х x x 
f Lleal<alrco «xe PR 1 
Ë p x p 1+єр 1- єр b) Observe que al 
д x 
Ё _ Aa ү 2 Р... Р 
o Então, dado e > 0, e < —, (p > 0), e tomando-se / = гр TE 5 iv 
i [2 1+ ep €p. с) Dado є > 0 e tomando-se 8 = mín ЇР Hi 
H 


1. 5 
peles ss 1234 + є, logo, f(x) = — é contínua em p > 0. 
р p x 


à ; Ix - 11«821f(9 - f(DI < 
Analise o caso p < 0. (Veja como as coisas acontecem graficamente.) ы fo-f0 € 


25. Verifiqueif(x) - f(DI 71x — 1 Il para x >> e proceda como no Exer- 


5. Não. Para є = 1 não existe 8 > 0 que torna verdadeira a afirmação 
s cício 23(c) 


l. 
“Vx€ D. [0x1 +> [0-2 «fO «f + 5 2 
х 27. b) Dado e > 0 e tomando-se $ = mín |» zy | 
8. Seja p racional, então f (p) = 1; se f fosse contínua em p, pela conservação do 7р 
sinal, existiria 8 > 0 tal que f (3) > O para p — 8 < x < p + д, que é ітровві- 


vel, pois em ]p — 8, p + ô[ existem infinitos irracionais Ix -pl «ó2 155 — р? l<e 


9. a) (x€ RIx€ Z) b (x€ RIx@ Z) 3.3 
€) (0) (só é contínua em 0) 4){—1,1} 1. a4 b4 о-7 4)5 050 Pá p2 mY3 ns 
1. a) L= 4; com L = 4, f (x) = x + 2 para todo x, que é contínua em p = 2 D6 DO m2 m2 DE pa p ә 
presi 243 3 39 
EEE 
448 2 2 
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1 3.6 
I 2 
2 а)12 шоп c) V2 : 
: To ное comina om = реа 3. 0. [ sugestao: Verifique que ~x < 200 <р, хад, 
Р x 
i 5 1 
: * = EL. 
4. а)2х Ь)4х+1 40 d)-3X^-2 е) 32 DE a 50 
8 b) Мао exist 
5, 2-2 DO ox DX 90 A em PS њо 5. а)0 ) Não existe 
Зўр M 6. a)0.(Obsevequelg()l « 44) — 5)0 
DÈ pZ 0302 map пул! ed р -1 TESI 
7 п рчл 4 
1 2 ЭЭС O JQ) h A | 
9 r) Е 8)2х-3 12. Sugestáo: Para (>): Tal n li * 17 
6. Como lim о +) = 2, tomando-se ¿st 38 
х-1 3 5 3 
1 al 51 03 d)-1 eO рз 81 ho DO 
8. Tomando-e є = evite вэ 0 Is picis 200 -o| can... 1 
800) Do 925 m2p m0 o-2 р)0 д-т 
10. Sugestão: |f (x) — L| «1-2 (01-114 < 1 (Por qué?) 2. 50 
: = Ує> 0, 35 > 0 3. a)cosp Ё) –ѕепр с) sec? p d) sec ptgp 
n. эж ТН E regule . 
Ve>0,38>0 CAPÍTULO 4 
0«Ix— pl«82 (f(x) L) - 0 < e 41 
e lim [f() — L] = 0. 1 
хәр 1. ao 5b)0 с)5 4)2 е2 f2 05 һ) — 
34 
1. a)l b)-l с)1 00 е) Nīoexiste f)Nàoexite g)l h)l D lm i r= lim l, + Г =0-1=0 
: D2 p2 01 т) №оехізіе dt t x сео: 
: 2. É falsa ў 
: 5 £ 0 
: 3. Não, pois f nào está definida em 1 Do D 15 mo п) 3 gh p? Do p 
3.5 . (Vx+r1-—(x+3)(/x+1+./x+3) n -2 Е 
1 1 1 s) lim T = lim TII nd 
1. а) {3 Di 94 94 me NESENPEEI xm xl 
2-2 
= lim = =0-(-D=0 
2293 50 o2 dl xa te үх ETE 
: 3 Vox x 
š 3. aL  5b3L о d)-L 


р 
| 
f 
| 
| 
: 
E 
4 
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42 


43 
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2. 


o. (го) = £82. (ху. 
gx) 


а) — b) Aplique a definição de limite com | 


1 
ESA 
4 


ao 

ай+=  b)-9 eje d)+o 9= Dre pom2 
1 1 

ю а 0 

93 Й 2 DO m 

Dado e > 0 e tomando-se 8 = €’, x > 8— Yx >e 


0 Bj Өөө d-e $0 pre бу W- 
4)-  b)- c)t% d-s e)to fj- р) <% h)+% 
й+= ¿pe D+o m)to mo o)*o p)-o ф)+ә 


г) —o 5) –% 


Aplique a definição com e = 1 


а)2 b)+% c)Ó dO e2 рО g+o |i D- 


To 
2 1 
E b) = 
9) 3 )3 
E 
3 
1 1 
+ b)+ 
9 ) 5 
aT? 
a) 2 
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4.4 
1. a)O(Observe: — Ix | =< f(x) S | xl.) 
2. -1445 
2 
Э) 
2 
6. беа (х) = sen ДЕ e considere as sequências a, = PUN ер = 2 
Ой х À 1 e пт” (4n + Dm 
Verifique que lim f(a £ lim f(,). 
n— += ncm 
CAPÍTULO 5 
1. f(—1)= -Lf(0 = te fé continua em [- 1, 0] 
2. Verifique que f (x) = X — 4x + 2 tem uma raiz real em cada intervalo 
1-3, -21,10, 1] e [1, 2] 
3 
EE 
2 2 4 2 8 
5. f(x) = mor é contínua em [—2, 2]; pelo teorema de Weierstrass exis- 
m. 
tem хү, x; em [-2. 2] tais que f (xi) < f (x) = f G) em [-2, 2]. Assim, f (xj) 
é o valor mínimo e f (x5) o valor máximo do conjunto | as z;1-2*x*2 | 
E 
7. а) Ѕејај(х) = ах? + bx? + сх + de suponhamos a >0. lim f(x) +% 
xo +" 
e lim f(x) = —<, logo, existem Хүе Ху, com x, < ху, tais que f(x) < бе 
£3—% 
f œ) > 0. Como fé contínua em [x], ху]... 
9. SejaJ — (ѓо) хє 


1.º Caso. J não é limitado nem superiormente nem inferiormente. 
Para todo m real, existem x, e x; em [com f (4) < m < f (xo). 

Tendo em vista a continuidade de f, pelo teorema do valor intermediário 
existe c entre x, e x; com f (c) = m. Segue que J = R = ]-00, +f. 


2.° Caso. J é limitado superiormente, mas nào inferiormente. 
Seja M = sup J. Seja m um real qualquer em ]— «c, M[. Existem xy, x) em 7, 
com f (xi) < m < f (x) (por quê?) 

Pelo teorema do valor intermediário existe c entre x, e x, tal que f (c) = m. 
Segue que ]— ^, M[ C J. Por outro lado, para todo x em / f(x) = M. Logo, se, M 


nào for máximo de J, J = | —x, M [; se M for máximo de J, J = |—%, M]. 
Analise os demais casos. 
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11. Sef(0) = 00uf(1) = I nada há o que provar. Suponha que nenhuma das "E 


6.2 
ções anteriores ocorra; aplique o teorema do anulament: x)= — 
5 P i UM Н са 1 392 ps 0-1 dL о0о fNioedse go Hs 
12. Suponha, por absurdo, que existam и, v em | а, b ], com и < v, e tais que 4 2 4 
f(u) > f (v). Se f (a) < (у), pelo teorema do valor intermediário, existe c em 
] a, u [, tal que f (c) = f (v), contradição. Se f (v) < f (a) < f (u) ... 2. a)x> -l b)x<-loux>1 с)х<0 d) x 0 
CAPÍTULO 6 e)x<-—l(@ux>])  fx>0ex+1 
6.1 3. a) b) с) 
1 a+» b)O cO DO ej- DO g0 R)* 1) +0 Јр) +оо 
| 2. 
| 1 1 
! 
H 
1 d) e) D 
| 
: | т/72 g л d 
8) h) 
le va 
4. а) += b) += с) —> do e) 1n2 f n2 g) -= 
D Л 6.3 


Буе с) e? de e) e DI 8) e h) e 
2. Sugestão: al = ¿Ma 


3. а)2 5)0 c)ln 5 d) +% 
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2 1 2 
CAPITULO 7 7- qts 
7.2 9 ша 
1, а2 с) 2x шаа 
7.4 
De 1. y=x+1 
3. а)3 b)3 603 
2 узх-1 
4 33 bl 95 d-1 o 0-1 04 M 4 Fm2 B5 х x 
1 4 2-3 go 334 roS em ISS с)т шт de 
1 1 
1 6. a) b) od PR 
5. а)у= Ax —4 Bryce xr d €e)x-6yt19-0 dy=x-1 х3 xIn 5 x nar x 
7.5 
2 32 d- блк сыл 5 
€ а)2х+1 B3 JW d--; е) DO 8 appe "s Lado у> 
2. у=х 
mw 80280) ] 2зех<1 
Ё X=1 — l|-Isex-1 
. 3. a)-senx DO с) 
lim 800) 80), tm 80) — (D 
xol х-1 xol x-] 4. a)sec2 х 
15. а)2 b) 5. узх 
16. b)O 6. а) –соѕес2 x b)-2 
| 176, РН 7. а) —cosec x cotg x b) 2 
77 
73 j 5 
1. así bo c) 80 1. а)бх b)3⁄ 2х JM 0317 
үх 
›. ае? в)ю089 al am» е) uu» We. 23 2 1 4 10 
> : 32 xi xŠ e) —6x as 935 h- 723 
-4 Iyar x x x 
gl  h)-3x 
Ө 1 В 1 1 1 2 
i) 2х?+—х ) + De EN 
3. yen 4 y=-2x+3 2 J 33/ү2 24x D EE 
1 
m) 1822 + —— и) 20 + 3bx? + 2сх 
1 1 35.2 
5. а) — b) = e) — 35x 
5 3⁄4 5 80 
2 у=2х 
1 1 1 
é al p o d) 


i 


$84 Um Curso de Cálculo — Vol. 1 


4. 


5. a)f'(x) > беш IEEE +®[/' 0) < 0 em |- 


b) +% e —% 


c) 


DF (G) > 0em R 


ula 


8. ©(--+)е[ь+) d) 
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1—х? х? +2х +1 15x? — 18x — 15 
а) 7 5 b) ор с ui 
G +14 (x + D2 (5x — 3) 
1—х 1 1 9х2 
е) 5- = — 
2 Vx (x +1? ) (х= 12 P 2үх +2 
3x — Ye 4453 (3—х2у— 7х2 +3 
8) 7 h) — 
6x ух 4853? (2 +39 


b) g' (х) > 0em]- 1. Ц T 
8 (a) < Оет |, —1[ 
e em 11, +=] 


2)0 


_ (x? +-1)зеп x + 2x cos x 


9. aj6x—5senx b) c) sen x + x cos x 
(х2 + 192 
=: 2 Ex ES 
dx [igx +x sec? x] e tg x — (х + 1) secó x P 3 (cos x — sen 20 
tg? x (sen x + cos x)? 
2) Ыл. [3x tg x 2 x —3] h) sen x [2x — 1] + cos x p? + Ц 
(3х + 2)2 
i) CAME Л 3senx+5secxtgx — Dcotgx — x cosec? x 
24x 
уы (e? 
m)4secxtgx— cosec? x n)2x + 3ig x + 3x sec? x 0) Eom uid 0 
sec x 
x(x + 0) соѕ x + sen x 1+ x cotg x 
EA он + sen x y — E 
x“ sen? х cosec x 
= - —(x+D)senx— 
T) cosec x | 3x2 + ——(x3 +. x)cotg x s) е. sen =. 
ух (x—cos x)“ 
10. а)(2х— 1) sen x + x? cos x bjo 


c) (6a — 1) sen Ba) + 9a? cos (3a) d) ох? = 1) ѕеп x? + x5 cosa? 
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2e* 
[1 — ex Ë 


12. а)хе [2 + x] DERE c)e [cosx – senx] d) 


=x=Inx-1 


ТЭ 7 g) 5х{1 + 21n x] 
x ln x] 


e)2xInx + x+22 f) 


ex[x — 1] PES E et 


(х2 +1? x? (x +1)? 


h) 


b)x[(1 + In х) (2 cosx — xsenx) + 
+ cos 1] 


14. a)e'|cos x + xcosx — x sen x] 


X 2 JN 
c) e! [sen x cos x + cos” x — sen” x] 


NX 


d) ex | E А +(1+ Vx) (tg x + <| 


7.8 : А 
L a)f'G)- 168 + 2,7" (1) = AS ef” (х) = 96x 


: 6 
bf G) = — Јо) = Sem @ 


3 12 a 
Of о) = 10x+ = f (х) = 10 — a ef” (x) = 60x ° 


Df б) = 9 — 6, f” (х = Mixef" Q) = 18 


х2 sex>0 wu [| 2xsex 20 nn | 2sex>0 
оло [ехо дег ө = —2зех<0° 


f” @) = 0 para x + 0 


3 E 2 > zm 
y [х sexe0 pgz | Зх2 вех 20 ори -| 6x se х 

2 amen Ec @ s sex<0 20 —6xse х < 0 
7 2x+3sex<1 2 (286х«1 
ЮУ? 007515 sex 218/70) 7 \0зех>1 

mn; 

(-1) 2 cos x sen for ímpar 

3. a) f) 0) = e DIVA = n 


(— 1)2 sen x se n for par 


7.9 


Respostas, Sugestóes ou Solugóes 587 


ntl 


(ED 2 senx sen for ímpar 


e)? бу = 5 
(-D2 cos x sen for par 


DEV = (71 * 1a - 1177 


a) ФУ = 153 + 6 b) ds. 1 23 4201. 
ТА 2 
dx а 544 1 d (+D 


@ 2. = соз rsen e) == л =2ев+0 
t 


yg, [tg r + sec? п] h dy _ Зх2 sen x— (x? +1)cos x 
dt dx sen? x 
D dy _ sec u [] + Зи tg u] j 3.324 
du 33/2 dt 2 P 
DÉ = d cos: — sent] m) Y 219,2 j У cam 
й dy vê dr 
dE _ dE du 12a , 6b 
о —=у› р) =m 4) ==- + 
dv dv dx х!3 y 
a) аЗ dx 45) b)? 
24x (x + Ух)? 8 
8 4 36 
4 dt 
T a+- 0€ 
ga ë D (1 215 2 
ах (x + 02 "dena. 9 


a)6x  b)2cost — sent os + E a 


ex (x? — 2x + 2) 


е) 2e sent Р s 


x 


а) 4соѕ 4х Б) –5 ѕеп5х с) 3% d) -8 sen 8х 


2 


2 3 
e)3t cost 
И 1+1 


ge cost А) –ехѕепе" 


E Ao 
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3 


243x +1 


2 
—2 (zt т) -5e 9 n) —2+5 O 
3o 0? V x-1 12 43:9 


i) 3 (sen x + cos хр (cosx —senx) Л 


о) dE sec? х 


p)-senxcos(cosx) 4) 87 (2 + зү г) —2x sen q +3) 


s) ees. 03 sec? Зх и) 3 sec 3x tg 3x 
24x + e* 
10 3.4 


a) eX (1 + 3x) b) е (cos 2x — 2 sen 2x) e) e * (cos x — sen x) 


2 NE 02-21 
2x+1 (e! + e 12 


d) e (3cos3r— 2sen3) e) -2xe "^ + 


p- 5 sen 5x sen 2x + 2 cos 5x cos 2x юзе + ey (et 2хеху 


sen? 2х 
E 1 
DIPU -n х [2xIn(- 4x) +—— — 
D3re 74 ) De xIn( x) TES 
1) 3 (sen Зх + cos 22 (3cos3x —2sen2x) т) ех — ex 
2er + ех 
a 
n) — o de pnan 
үз? +1 maya 2х +1 
2 2 
A g-ot 
x 
31 
14:20) ln (3 + D — 
p — sen2 x + 2 cos? x хаг Yin ( ) 3641 
sen? x [In Gr + DE 
а) -25senSt  b)-lócos4t  c)-w^senw: — d)9e * 
- gd e* (x? +1) 20-25 2 
ele” (2xY – 1) h) 
| 2 Gr pP roe 1)? (х= 1? 
2. 
pora 7 je" 4sen2r-3co20 n 23€ 3) 
(x? +1 


7.12 


12. 


16. 


23. 


28. 


m) 2 (3х3 + 3x2 + 3x +1) 


(x2 + х) 
0) 4e ?* (1-1 


q) 820° +30х°+24х+10 „е 
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п) —2 [4 sen Зх +3 cos 3x] 


x 


е 


р) — cosx cos (cos x) — sen? x sen (cos x) 


92 Er — 3х2 +1) 


Q? = 
= r Bi, 
9 a2+3 J +3 
8 
+2 


а)3 sec? 3x 
4) sec? x sec (tg x) tg (tg x) 
&) —2 соѕес 2x cotg 2x 


e secx [1 — 2x ig x] 


m) 2x [tg 2x + x sec? 2x] 


b) 4 sec 4x tg 4x €) -2x cosec? x 


х? Qe +1) 
4x +12 
©) ot + 25 
8. 11 


13. 1002 
2 


Л 2х sec? x? e't x? 
h) х [3 tg 4x + 4x sec? 4х] 


е) 3⁄2 sec x tg x 
i) 3 sec 3x 
D 6x o + cotg xy (1 – соѕес2 x) 


b)7 c)y=2x— 1 
E 30. 8 
a)5*In S+ iA b) 212% n 2 4 2-32: In3 
X d 

с)2+32®%1шз+———22— dj rH mert 

(+1 In 2 2x+ 1 
e) маа 

x 
f) G + cos xy in (3 + cos x) - MY 
3+cosx 
gx КІ + I x) sen x + cos x] h) ийн [mae | 
х 


i -(1-) 'In(1 + D 


D (2 + sen ху? Зх Е sen 3x In (2 + sen x) + 


paco + 10 * ln 10 


cos x cos 3x 
2 +senx 
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x* (1 + In x) 
lore 


m) 


о) elas шух)шх+ H 
x 


DEEP Е In (12-3) + = 


3. AA+ ш(с 2) + 2)! 
b) 2х (1+ e)? In (1+ ет) + х2(1- ex 71 ет 
с) (4 + sen 3хУ-10 (4 + sen 3x) + x (4 + sen Зх)“ 7 ! (3 cos Зх) 


2x (x 33 In (x+ 3) + x2 (х + 352 71 
е) 2xG+ т) InG+m Р2ах(2+ 1)! 


7.13 
-1+ 4x? +4х +1 
Ж ae arca E E 
2x 4 
j I - 2 
4. a) dy х p) E - 2x —1 dy у 
d 3y2 ta? di — 2xy 42 
d) dy _ 1 Ro x dy сэ. 
ах l+5y4 dx dy dx x+3yY 
юр 9. * ps e ty y nee 
dx y+1 dx 3x2y2 + x dx xe 
p2- 2x dy y m) Y = 
dx х? + у? +2у ах 5—seny-x dx 
1 хохо , Yo» 
urne БО y 20» —1 
5. y Al 6. 22 Г 
8. al Б)у-1---0х-1) 
11 -4(х-3) 
-у sí 3 
7.14 7 
1. а) ду = 3x° dx b) ау = (2х — 2) dx 
1 1 
с) dy — —— —7, dx dy == 5 dx 
)6 (+? 25 332 


7.15 
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a) dA = 21 dl 3. a)dV = 4т dr 


a) dy = Qx +3) dx b) аху? 


а)2-2 4) 
b)-2 
€) v (t) > 0 em [0, I[ 
v (f) < 0 em ]1, +0[ 
21 b)0 
a) v (O > 0 em ]0, 2[ d) 
v(n < 0 em ]2, +=] 
b)a (D) > 0 em [0, 1[ 
a(t) < 0 em ]1,‚+=[ 


с) —> 


a)f' 0) > Оет ]—%, —2[ eem]0, +®[ d) 
f'()«0em]-2, 0 

Df” (D < 0 em ]—e, —1[ 
f” @ > 0 em ] =1, +f 


c) tx e — 
a) f’ (0 > 0 em ]—2, 2[ d) 
f @ < 0 em ]—, —2[ e em ]2, + 


Df" 0 > 0em]- 412,01 


591 


eem ] /12 , += 


J” @ < Оет ]—®, —-12[ 
e em JO, 4121 


a) vo e 


с) — voke 


e) Y 
k 
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11. 


15. 


17. 


19. 


7.16 


13. 


15. 


Ponto de abscissa x 


I 
| 


(-2,1) 


-i (cm/s) 


ode D gag 
dt dt 


2 


Pontos de abscissas Ps е2 
2 


1 1 
|—-—xt—ouy-xt-—. 
Woo p eed 4 


16. 


18. 


12. 


14. 


b) у= а еу = —12х +9 


12 


d)y-2ex-l 


y=6-20uy=6x +2 


jp. 3 1 
Dr o se np 
d du c S 
7 5 
КЕСЕ 
Цаг. 
1 253 
0,12),(-2,-12)6 (1, 253 
( ), ( ) Ё 16 


y=23x+2 


(a, b) tal que b <a? 


= 


717 


10. 


11. 


20585 am 
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3-2 2 
dq bi d-r do 90 PEZ go mio ii 
4 8 
1 3 
D aK ia x Ds  O5'092x*m5] 
d) 2 + sen x) | In (2 + sen x) + EN 
2 + sen х 
zc 2 
e) sec x Л e? [2t sen 31 + 3 cos 31] g) In f Ep ME. 
+1 14-1 
" 3x? +4х-1_ 3N?7- aa х?уес?3х+(4 — x3 )tg 3x 
2(x+1)y1+1 9 "EET P (х? + 4)? 
BECAME asas ЫЫ Bignan 
D sec x m) É [vx 2 үл 21 n) ex" х^(1+1п x) 
x 
5 2h2 
diga py, 4- D GuIYGy 
= 1 3 3 
s) 24x cos YX. t) —6e cos 3x u) —5 cotg” 5x 
2? y COS ху l- y 
a) Зу? + x cos xy Dre 
1-3“ In y T. E 
” 2) d) 250 Х cos y 


cos x — x sen y 
5 38 

0—5 = -2 (x— pos 2º gp 

y aU Dey-5 5 © 1) 

X+y=2oux+y=-2 

x+ 4у = 9 ои —x + 4y = 9 

Xty--l 


0,5 m?s 


0, s: т ms 


0,3 — 0,4 rh 


r2 


| 
i! 
E 
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13. m cm/s 
3 
14. 0,003 m/min 
17. a= de 
3 
21. 22242 b) 4? + Ax 
21 (x? +1) 2 quy 
22. а) cos (sen x в) х? шаш лгийн. d) 20 ебе) 
ош) ) 1+ [In (x? + DP 
23. a)cos (sen x) cos x bi 
25. а) LX = or b -2 
dt? 2 
27. a)h" (0) = —9 cos 3t f ' (cos 31) + 9 sen? 3t f" (cos 3r) 
28. ay +22 y ГЕ 
29. a)cosy + (x + sen y) (cos 2y — x sen y) 
34. РО) = PO) £P (0-0 ED р D (z — 15, ou seja, 
Р(х) = 6 + 5(х — 1) + 3(х — 1)? + a- 1» : 
101 1 8 1 
39. a b e) — 
! 98 ) 18 ) 17 2 2 
1 1 бт 
4. al Bb-- нэ += ы ST 
a) ) 3 e) =% 4 +> e) 4 ^ 3 
CAPÍTULO 8 
8.1 
1. T b T7 р T 4 e п шил 
а) 5 ын Де 4) 7 ) 5 n) E 8) 6 
7 " т T т т 
h) - і – >> m) — 
) 2 3 Ё 3 5 6 6 
435 1 1 5 
& а B oz dé ox fx p mo 
"E: š 
rp —— 2 
) 3 Dx 


8.2 


10. 


11. 


1. 
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a) g (x) = Xx b) 
1 
g8@)= 2 
x 
+1 
w= 2 
х-1 
а)у= (+ үх? +1) 
b) 
a) arc tg x + 5 b) — 3 c) сы d) ын 
х 41- 9x? yl — xŠ EF 
ç 6 ех 
е) ) —— ) e 
14 Qx + 3X f 1-8 £e pem 


3(1+16x2 a =@% uw 
n) (1+ 16x^) cos zn arc tg 4x—4 sen 3x D 2x їв2х 1+ 
(1 + 16x?) (arc tg 4x)? 


arc tg x + ——— 
l+x 


D 


> | cos 2x + 2x arc tg x sen 2x 


cos? 2x 
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ir 1 


A — 
0:86 (1+ x?) arc tg x 


1 


[es arc tg e* + 
m) 


tg x — e * arc tg ех sec 


2x 


1+ е2 | 
tg? x 


1 1 
* 7 ын "aq = EA 
3. ме eg" (D 8 


1 
5. bgo = —— 
MOT O 
6. ,cl«€x«l 
To o dee sn 
m 
x4x^-1 
CAPÍTULO 9 


92 
1. a) Est. cresc. em ] —>, 0] e [2, +=] 


Est. decresc. em [0, 2] 


1 1 
(D-Lg'(D-7 ceg"(D- =. 
с)8(1) a) 5 2 n 


de (0) = 1 


b) 


b) Est. cresc. em ] >, —1] e 


HM 


Est. decresc. em [a =3] 
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с) Est. cresc. em |—%, ~1]e 1, +æ] d) Est. cresc. em ES zl 


427 


Est, decresc. em [— 1, O[ e (0, 1] Est. decresc. em 


1 
1—®,0[ e |, Ed 


e) Est. cresc. em ]-, Ole [32 , +] 2) Est. cresc. em |—%, — 1] eft, +f 
Est. decresc. em (0, 321 Est. decresc. em [— 1, 1] 


Observe que f’ (0) = 0. 


8) Est. decresc. em |—, —1}е f1, +] A) Est. decresc. em ]-x, 0] 
Est. cresc, em [-1, 1] Est. cresc. em [0, +=[ 


J) Est. cresc. em ] oc, 0] 
Est. decresce. ет [0, +[ 
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D Est. cresc. em [ —In 2, +®[ 
Est. decresc. em |—>, —In 2] 


n) Est. cresc. em (1, +={ 


Est. decresc. em ]—°, 01 e JO, 1] 


ZO 
Observe ш ET eua 
х 
р) Est. cresc. em [—1, += 
Est. decresc. em ]—, — 1] 


r) Est. cresc. em [1, +=[ 
Est. decresc. em ] —=, 0[ e JO. t] 


m) Est. decresc. em ]- 9, O[ eem 
JO, +% [ 


0) Est. cresc. em -1, 2] 


Est. decresc. em þe =>) e 
[2, +01 


noo 


o 
x 


q) Est. cresc. em ]—=, 0] e [1, 2] 
Est. decresc. em (0, Пе 
12, +=[ 


5) Est. cresc. em ] —>, 0] e (2, +=[ 
Est. decresce. em (0, Це 11.21 
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1 1 
Observe: g (х) = —x +——— 
I _ 2 ç 2(х-1) 


u) Est. cresc. em ]—%, 0] 
Est. decresce, em [0, +>o1 


f) Est. cresc. em ]0, е] 
Est. decresc. em [e, +®[ 


Cada um dos intervalos [—3, —2], 
[0, 1] e [1,2] contém uma raiz. 


2 152,11 3. 


—————————— | 


4. a<-2700a>5 


с) +% d) 0 г)0 Р += 


b) Est. cresc. em їе", *w[ 
Est. decresc. em JO, e 


5. a)to b)0 


6. a) Est. cresc. em ] %, Ol e [2, + 
Est. decresc. em ]0, 2] 


i 
i 


d) Est. cresc. em [e^ !, +=[ 


e) Est. decresc. em |0, Це 11, e] 
Est. decresc. em ]0, eh. 


Est. cresc. em [e, | 


b) ро) = 3 x se x= 0 
0 se x= 0 
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93 e D 


1. a) Conc. para cima em ]1, +] 


b) Conc. p/cima em В “| 


Cone. p/baixo em |], ч 


Conc. para baixo em ]—, 1[ n2 n4 ü 
| 1 
Ponto de inflexáo: 1 Ponto de inflexáo: : i 
i 
1 
c) Conc. p/cima em ]1, +=[ d) Conc. p/cima em ] >, —1[ e i 
Conc. p/baixo em ]—, 1[ 10, +f i 
Ponto de inflexáo: 1 Conc. p/baixo em ] — 1, 0[ i 
Ponto de inflexáo: —1 7 
1 Т ‚см x 
e) Conc. p/cima em ]ln 4, +2] p Conc. para cima em ]-00, — 4/2 [ | Observe: PUE LE EFA 
e]v2, +о[ | 
Conc. p/baixo em ] —>, in 4[ Conc. p/baixo em |— М2, 42[ | 
Ponto de inflexão: In 4 Ponto de inflexão: não há | 
= 1 
g) Conc. p/baixo em ]-, — 43[ h) Conc. para baixo em R. Nào | a) 10 + 6b + 3c = Ое b)b = -2 ес = 4 
i 


e10 431 
Conc. p/cima em ]— AC Ole 
143, += 


Pontos de inflexão: + АВ е0 


há ponto de inflexáo 


9.4 


10+4b+c #0 


a)2 E с)+= d)te e) PO go me pee 


i) Conc. p/cima em y +=[ j) Conc. p/cima em ]— e, O[ e ]L, +] Dire Dre m)+ nO oO pO 40 rl 91 
Conc. p/baixo em (0, e Conc. p/baixo em (0, 1[ 1 
Ponto de inflexáo: e? Pontos de inflexáo: 0 e 1 20 уле цас: 4) 73 

D Conc. рЉаіхо ет], 0| eem 10. 11 m) Conc. p/cima em ]—, — RENI 9.5 

Conc. p/cima em 11, +] e em ]0, 431 2. 
Ponto de inflexáo: 1 Conc. p/baixo em ]— 13 MUI 
eem ]43 , +ә[ 
Pontos de inflexão: + 4/3 еб 
n)Conc. p/baixo em ] —>, O[ о) Conc. p/cima em (0, +=[ 
Conc. p/cima em (0, +>[ Ponto de inflexáo: nào há 
Ponto de inflexáo: náo há 
4. 


a) 


с) 


АТА 


i 
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11. 


13. 


feb 
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15. 16. 


17. 
19. 
Obs. Os pontos de inflexão estão localizados 
nos intervalos Ёс -3| р 3] с [2,3] 
3 4 
9.6 


1. a) 1 é ponto máx. global b) i é ponto de máx. global 


—1 é ponto de mín. global 


c) Não há ponto de máx. local nem de d) 1 é ponto de máx. local 
mín. local 2 é ponto de mín. local 


е) — 3 é ponto de mín. global $) 1 é ponto de máx. global 


8) Ое 2 ponto de mín. globais h) a ponto de máx. global 


1 ponto de máx. local 7 ponto de mín. global 


i) —1 e 2 ponto de máx. globais Л a é ponto de máx. global onde a é 


0 e 3 ponto de mín. globais araiz da equação 1 — x sec! x = 0. 


604 Um Curso de Cálculo — Vol. 1 


10, 


12. 


14. 
17. 
19, 


22. 


24, 


D —1 e ponto de máx. locais 
0 e 2 ponto de mín. locais 


п) O é ponto de máx. local 


5 
С, é ponto de mín. local 

Quadrado de lado ч 3. 

12 5. 

AR 7. 

3 

Tangente no ponto de 9. 
d 

abscissa p — ES 


[1 


e altura 32 Н. 


m)2 é ponto de máx. global 


o) — E é ponto de máx. local 


ЕЭ é ponto de mín. local 


E 
2 


2R 
43 


E 


= 


Base Es e altura 4/2 
2 


у-2- = 42. Q-b 


Raio da base 3) 


EN 37 Var 

| x=40/5m 13. 
а, 

А 
(42, 42) 15. 
r=leh=1 13. 
q=4 20. 

43 
em C 

3 


2 


y= —2px + 1 + p^ onde p = 2 oup- -— 


(1, 1). O coef. angular da reta que 
passa por (1, 1) e (3, 0) é = ео 


da reta tangente em (1, 1) é 2. 


t=0 
4-3. 
8 
rr 


23.4 = 10 c Lag, = L (10) 


5 
2 


9.7 


9.8 


25. 


26. 


28. 


29. 


30. 
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É o retângulo em que G. o) é um dos vértices. 


(5-4) 


a) —1 e 4 pontos de mín. local 


O ponto de máx. local 


e) 1 ponto de inflexão horizontal 


e) 1 ponto de mín. local 


f(—2) = 7 valor máx. 
87 
ТӨу = Ea valor mín. 


f(—3) valor mín.; f (—2) 
valor máx 


f EL) valor mín.; f (0) = 
РО) valor máx. 


b)- É ponto de máx. local 


2 
B ponto de mín. local 
d) —1 e O ponto de máx. local 


= 3 ponto de mín. local 


Р 0 ponto de mín. local 


i ponto de máx. local 


f (—2) = —27 valor mín. 
f (1) = O valor máx. 


3 


f 8 valor máx. 


Мао possui valor mínimo. 


f (2) valor máx.; /(0) valor mín. 
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CAPÍTULO 10 


10.1 
2. у= e 3. х(дф=е“ 


1 


9, a) y = e” by--e* ду=2е2* djy = Le 
10. y-e* 
Hu. a) у= {2х2 +1 b)y = el = cosa) 


x 


2 3 2 
1. @ 2+0 Die о З лък DŽ +Š +r 


4 4 2 


e +k fpi e€asek pls h- 
4 4 x 


ES => 2 
92484 p 24 Drink m) 2х+ 54 


2 

as 3, x 1 2 l, 
п) —-x-tbxtk 0)х7-43-- +k Vx — —4 
гааны EET 2r шог 


02шх-32-46 n 247 хэхэ 
x 


4 
песа 


x 
D —+Ix+K& 
2 3x 2 


2 
3. 2280 k De ^+ О t3et+k d) ¿senda +k 


1 1 2 


e) — T cos 5x + k Dag egg 8) $- cosx +k 


h) Зх + senx + k DAA D Aer 


D оон da q sn 5x +k m)lnx +e +k n) -2 cos 5 + k 
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x 3 1 x 1 
0)3sen — +k ++ + Эх 
) 3 sen = pl 5 зеп Зх OA OA 
ЭР 5 
г)Зх-е +k s) qe +k 
Dx- senta tá u) 2x3 cos] +k 


2 4 2 
5. a yc Susa b) у= > eai с) y = sen x 


1 4 x 11 = 
=——cçcos3x+— e y=—-+3x+ = EE 
d) y ` ке ) y y Md Dy=-e 


6. a) y=-h+2 b)y-3xtInx—1 


x? 5 1 
с) y= +x- d y-Inx-—-*2 
2 2 x 


12 
7. MIS RRA 


b) х (2) = 10 cJa()=1 


3 a 
8. px 9. х@ = xo twn 


3 


10, a)x=f + 38+2 Di -i1 9 х= 302 +1+1 


Фх=е "+t 2 х= 1 соз +21 E еж, 
4 4 9 3 
g)x=arctgt 


п. а) b) y = cos 2x 
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TA a 1 


d) y = arc igx 


CAPÍTULO 11 


11.5 
1 72 2. 2 3, 


2 4. 0 5. 2 6. 12 7. 49 


8. 10 9. 8/3 10. 3/4 11. 0 12. -4 13. -1 
14. 16/3 15. 2 16. 12 17. 154 18. 8/9 19. 45/8 


20. 13/10 21. 32/3 
26. —21/8 27. 78 
32. 19/24 33. 11/8 


22. 0 23. 0 24. 15/8 25. 253/6 
28. 7/3 29. 20/3 30. 19/3 31 205 
34. 9 35. 476 36. 0 37. 2413 


38.24 2. 39 2 w -2 а. 102-2) а Л 
2 4 3 2 4 
dk 2727 ы, Ley 4. m 46 o D-5 
2 2 5 

4. Z 48% 49 e—1 50 I2 SL l2 52 0 

6 m2 
53; 2^ ж X. Ба 5S i 7. on sã cd 

4 4 4 4 1n3 
59, 3671 в. 2-7 

1+In3 4 


11.6 


13. 
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6. Área=1 
012 
8. Área = 21 


10. Ára- Э. 
2 

12 

А 1 

12. Área=— 
4 

4 
1--- 
i 
0 1 


14. Área= z 
3 
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15. Ára-2(42 — 1) 


17. Агеа=— 


19. 


16. 


18. 


' 
' 
1 


Área = = (12 43 - т 0) 


———— D 


117 


11.8 


3. 
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1 1.023 14 45 5 
р Bev бед 68 = = 
91776 Дит Hg" P 2 P 16 
15 5 4 
)— аЗ i) —[e^ | ) —[e-1 -— 
g 64 Ї ] DL ] D 15 
т) п) 1 ln 2 o) : Р) 4) — In mo 
11 1 46 
913 P 1035 "s 
3 3222 
2 
0 5. 0 
2 55-1 
22 bims of = El 
8— 27 3.367 243 1 
b I— 1 
a) a ) 12 ) Í d) e) — (I — e ') 
р 2221 Bimi mms DË Д\?-1 
76 3-41а2 58 7 1 
Dig Ms )0 oi; P 93g 
11 11 11 11 
r s t u 
a Ёл Ёл Ёл 
a)6J b)j4J 0-13 4)0 
2 
a) ЇЕ —3x dx = : mv? — туб, logo, Е + y2 -i 
b) E e)e-1 dixi=1 e) Oscilatório 
b) 45 ё-45 Jx=0 dixi= 45 
410 
а= +2 40-12 B4 oda d) 440 e — 40 
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5. v= sd 1 1 
à Y x 3 a)-cosx tk b) де: cos 2x +k e) = en 5x +k 
x 1 1 d) 1 cos Att к e ут AL зеп Bt к 
6. ma dx = = my? — — туд ou 2a (x — xo) = v? — э. 4 7 43 
30 2; 2 
2 
2 ETE + №) 2x - L cos 2x + y ec xw Вр 
7. b) Уй 2 4 6 2 15 
28 4 Pess 
5 Л Inlxt— — cos 3x + k D —x+— sen 7х + k 
3 3 14 
$. ТОЕ са b)vo = 1 E шаах LE 
x 9 0 3 8 6 6 


o)-2cosx+k p) A ТЕЕ 
9 49 


3 
10. Р эх cos 30º de 209, \ 1 
i E q) — e — — cos Зх + k 
9 3 
3-2 
1. a) 0, b)0 3 3 Е 
2 4. a) — b) 2 V2 eZ d) — 
4 3 4 
-1 ын 
n f z de зый. 1 1 
-2 (4+ x?) {4+ x? V5 8 5. b) xy sen2 tk 
CAPÍTULO 12 1 1 1 1 
6. а) —x + —sen4x + k b) —x + — sen 10x + k 
12.1 2 8 2 20 
2 5 1 1 1011 
1. a)3x + k b) 2 +k foi. 2. 3 с) х = — sen 6x + k d) —x+—sen x+ k 
) yo Өл k 5 x +k 557 Т2 561767 Эл 2 х 
5 1 1 
САЛАА: Dz DH h)x+Inlxt+k o) dus senda + sen dx +k f) c sent sender 
: 1 х3 1 1 
Dinixi-—-k PASP Dx+Inlxi+k Exc cos ов зы cosa 
x 
x lox 1 
шаваг me ER o) 29 шоог р 21-10 cos 3x — -E sen 6x + J) Èx c son 2e +g son ахай 
1 s, - 1 1 
р) = е5 — et +k )lnix!i-e 72 +k — r ce ——k 
2 d dn x т v2 T т. Зт 
1 4 1 4 5 c Pg 9з! 16 
$3hixl-—-k 9 2+ іх +k e 
x 4 < 2 
8. 442 
1 3+2In2 1 т т 7+31n 2 
Ap AY Es Ц 
2168) 2 (e p 5 2 9e 2 4) 4 e) 6 $ 3 10. a)-Inlcosxl+k bigx+k eüugx-x-ck 
d)lnisecx t tgxl t k e) — Inl cos 21 + k 
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1 1 
ее Sou E h) 5 arc senx + k D-4 cost x+ k m) Esen z+ k n)2Inlx - 31 K 
5 1 1 
БУ ЦЭР 2 1 0) -Inlàx -3l-k. p —In( + 4x2)+ k ) — In (5 + 6x? 
i -e +k —+—tg3x +k Ф 1 (5 + 6х7) +k 
т 0 +543 g 8 4 
Dx+ttgx+2Inlsecx+tgal+k mx+tgx+k трет 9) 5 үй +3?) +k y Хаже) 
x 
11. а) sen 6x cos x= ! [sen 7x + sen 5х] b) «Los Tx 1 cos 5x + k а 1 y +k x) -le +k 
: sen 6x cos x = Ç 14 10 2(x —1)? cos x 2 
i 1 1 1 1 5 
i 12. a) —— cos бх — — cos 4х + k b) —— cos 7x + — cos x + k 2. 94(1-3) b 1[ 43 z 3, 3 L, 13 
| 12 8 14 2 2 2 E Ё 3 n d) m 
| O Ecos 4x + q cos 2x + k d) -— cos 6x + k 4 
| 2-42 1 E 43 т т 
| г)2-1 f) 8) h) 9 01 DZ т) = 
: i А 1 3 202 3 8 / 2 8 ur 
13. арза (соѕ 5х — соѕ х) Б) түрэг Dude EE 
HEC à TAS 4 6 
3. a) sene DE o) v. T ek 
1 1 u 
14. — sen 7х + — sen 3x + k 
14 6 d) -i dcosix +k е) -i A + cos? x? + k 
1 1 1 1 2 (sismo? Yn 
15. a)—— sen 4х + — sen 2х + k b) —— sen 7x + — sen 3x + k J) = J(Š + sen2x)3 + k g) —cos x + — cos? x + k 
8 4 14 6 3 3 
1 1 q 1 h) sona кар T D 2, tgx-k Й d tg?x + k 
6) 17 908 52 — 7 Cos x + À d) ту Sen бх + q sen dx + k 3 5 4 2 


1 
i i D — sec? x +k m) À сбх-4 євс х А 
eig ten 050 sen da sak j 6 4 


n) -2 (3+ cos x)? + 9) l +k EEEN 
! A 3 cos x 2 cos? x 
: 16. а)0 5 DP sp sen dx th r) Sec x + cos x + k S$ ni3+24g xl +k 
Ї 17. а) Оѕет +n, nsem=n bo 
| 4. а)21п|х—3}+К bSIinlx-11+2Inlx1+k 
| яд »1лш2х--3 à X 
: = od с) — x+3l + k — +3lnix— 21+ & 
u 1 ау 9122544 y +k o 1132—2154 2 2 
p i f r e)x—In|x+ 11 +k Px+31Bnlx-1i+k 
И 
H deccm É e) cosa? +k 726 +k 2 
| (3х — 2) &)2х+1т\х+11+Е h) — -2G* D Ini 1144 
i 


юе Fk h) —Lcos5x+k DLsenxt+k р Lsen6x+k i i ? 1 
3 5 4 6 6. O — nlx+ o Inle lik b) Inl = nlx- 21+ k 


NM AMAT 


23 


10. 
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с) — у la 21+ нх хаг 2) inte 21 аяк 


е)—81п\х—11!+131п01х—2!+Е рші 21+ 
8) 2 Inlx-21+2Ínlx-31+k R)-4Inlx+11+5Inlx+21+k 


a) Е RI tk b) arctg ek 
Ло 410 х 3 x 
€) — arc ti +k d) — arc tg — + k 
ig. es 455515 
9 5+0) + D i nd +4®- 3 aretg2 +k 


1 2 1 х 1 2 3 
>in +07) – —arctg— +k А) – (1+4) ~ 2 асі + 
87 ( ) 5 85 dan be?) y ctg dx + 


2 RD 
— arc tg ——— + k 
4s "8 5 


+k 0)2arctg(a+1)+k 


darctg(x+1)+k Parte + 1) + k D 


2x +1 


1 +2 2 
т) > are tg +k n) yy arc tg 


4 


E Bliü6tiak d bait 
86 + x4)? 4 8 4 
а 1 nlcos2z1+k ершік pls 
2 In x 
gigx-x-ck h)arcsenx + k D Š aresen 2r + k 


E +k D arc sen + + k 


m) “Liga? + газон bk п) D 
2 2 3 2 


o) 5 ares e parcsnd+k  q)-24l—et +k 


г) arc sen (In x) + k 5) 2 arc sen (x + 1) + k D actge +k 


u) i In(| 4365 k.— уве (а) + x) i arc tg! + k 


a)x—- De +k Б) -xcosx+ senx + k 


х? 1 1 1 
o (mz Jr oxms-D+k ple ЕЗ 


12.4 
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g)xtgx+tInlcosxl + К 


WE 5 тук | Ek 
2 2| 


xn? -2xünx- D +k дзе (5-5) 


2 
НЭЭ 1 -x 
Бы (senx + cos x) + k m) — (cos x + 2sen х) + k 
n) > 2-1) е? +k 0) i (х2 sen + cos x) + k 


ст. 
р) ©—— Qsen2x — cos 2x) + k 4)-х cosx + 2xsenx + 2cosx + k 
5 


b) E sec) хлх + = схі асл + igal +k 


a) 23, sen? x cos x — 2 cosx b)-— 1 rox 3 sen xcosx + Эу 
3 3 4 8 8 


—st 


j (cost + s senf) + k 


a) rare sen 2х +2х 1 —4х11+& b) arc sen + k 


€) In (x + Jak 217 dl +k 


Л 3 езеп 2 13 — 4х2 


8) Flare son x174? ]+k 


№ x [are sen x ia (1-2x2)]+k 
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6. 


x 
1+ Jl + 12 


Эн = —(x—]» 
1,0 DS GD, 


In +k 


9 x 
p 
J > “Ee sen 


1) Faça 2х = 3 sent т) — + 2x + 2 = 3 (х — 1); 


façax— 1 = 431 


— 2. 2 
EE Lact eR. capo +k 


2 x 


3. mab 


NE] 


13 12 11 
а) (х +1) (+D „+2 
13 6 11 


+k 


b) z (х—1)7? + Ё (x— 092 + 2 (х = 192 + к 


4 2 


204 = + +k жеке „йде Эш 
€) 2 (Ух — n (1+ ух) d) nut au 


12252204 


uude дуг ШЕ 1 3⁄2 _ 
3(К-13 RD Оты) 


joven *k 


92/20 ml LE d 219492 E 


1- ех 


9 jacsenG 07 5 2x— 2 (х+3) + k 


1 (x +1) x? 
—arctg— +k E 
J) — arc tg »( 


q Jason duc tk 


m À > (arc tg a? a + X) — xarc tg x + Mar) 


arc tg e* 
ех 


п) (х+ Darctg yx — х tk о)— tomare) 


1 2 1 x 2x 
—In(+X)+ —arctg Ž +k l nOA- lacg 2* +k 
QE ( ) те b ( у= = шс 2 


12.5 


10. 
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o) 5 80242542) асв + D + 


3 7 2x+1 


619 


d) 12 зог + x + 1) — — arc t +k 
iO урары са 
e) In G2 + 4x + 5) — 3 arc tg (œ + 2) + k 
1 2. 1 х 3 
— In(9 + x) —arctg — + k 
25 ( шлш с 
ЗАЙ сеп q 8. 253103 
2 435 3 6 
а) х = 3 sent Б) х = 3secr с)х= 3151 4) х = sent 
е) 2х = 43 sent Р 2х = {3 sect g) 2х = 43 tgt 
h) УЗ x = 42 sent p 43 x= {2 2 sent p УЗ x= 42 sec t 
Dx-1=2,u>0 ml+e =, u>0 miedo, 
o)14 Vx =й 
Lg ug 2 -2mix-2+3lx-3+k 
4 x+2 
1 2 2 1 x-1 
— Inix^—4t- k 4 l]nlx^— 11+ — ln +k 
2 2 x+l 


6nlx-11+10(—1)+ 2-10 + 


4 
х-1 


inix—1!— tk 


x Lx die Paix 304 k 
4 4 


4 5 


Inix—21— E 
x-2 2(х- 2)2 


-3Inixi t 4Inix — Il t Kk 


x—iixi-*3Inix 11+ 


š 


meme 
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2. 
п. E кохж4шх-11--3 
2 х-1 


+k 


2 
12. мү, 


13. deg 15 —= + Е 
45 45 


1 2 1 х 
14. —In(x +9) + —arcig — + K 
2 е ? 3 ыг 


15. х-21їх-31-211х-4314Х 
1 1 
16. тш айы анин 


12.6 
2, 1 
x-1 2(x-1P? 


+k 


лкк 21 2 m1x+31+k 
6 10 15 


2 
a ар ул igo O pen 
2 2 2 


date pis = app 
9 9 


З(х—1) 
1 5 
е)—21п1х—11+ ук+ T inde 21+k 


р 2 міх1- ma-r-l 1 tk 


2(x- 2) 


IA DEN 
х-2 2(х- 2)? 


в) 1115-21 


3 

h Sax E 
4 4 8 8 

i) ej) Verifique o resultado encontrado por derivação. 


5 АО Е 


2 Lost 
27 27(х-1) 27 


— 4k 
27(х +2) 


12.7 


12.8 
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da Sao de 
2(x-1? 3x- 
в 1+1 +. а юх 
2х2 2x 4 4 
1 2 
€) —=+31nlx1—3 1n lx + 10 +k 
x xtl 
1 ХОР 1 х-2 
In +— In +k 
i 2 x-1 4 x+2 
1. 2inix — 11+ In G2 + 6x + 10) + arc tg (x + 3) +k 
2 2 mt LinG2+2x+5 + arctg b +k 
3 5 10 
11 x+3 
3. 2002 6x + 12) - — arct +k 
A 
4. —Inix+21+ mira il 
2 2 
1 x+1 
5. 2шШЇх-114- l шүд + 25 + 3) + —— arct +k 
2 da É ga. 
1 1 x+1 
6. Inix -21* > (02 + 2x + 4) - —— act +k 
2 Ra 
7. е 8. Verifique o resultado encontrado por derivação 
1. a) —cos9x _cos5x |, [7 sen2x sen8x |, 
18 10 4 16 
c) sen 3x senx ү, d) 008 3х cos, 
6 2 6 2 
e) TEOS QUEM Cos MON e сг, а 608 o cun 
2(n+ m) 2(п— m) п 
p —cos 2x соз бх cosáx |, 
8 24 16 
senóx , sen 4x sen2x | 
Tk 
0 д 16 8 74 


2. O(observe que o integrando é uma função ímpar) 


3. Osentm;nsen=m 


621 


622 Um Curso de Cálculo — Vol. 1 


12.9 
= 083 
1 aj с жт b) cos Хүр 
2 20 3 
5 Зоо 
) Sem X Lk 4) cos? 2 n 
5 6 
= 5 3 
senxcos? x | cost хқеп х | cosrsenx x |, 
6 24 16 16 
р >= Sen Bx | (Lombrete:sen Ах = 2 sen 2x cos 25) 
g) x, sen6x sendr _senlOx_sen2x_, 
4 24 16 80 16 
h) senx , sen9x  senTx, 
2 36 28 
3 
3. a) 5 Nenê +k b) sen х+ sen E TE sen? x +k 
2 
L +k d) —in|cos | - E х к 
4cos" х 
-1 1 
——+—-+k arctg(sen x) + k 
бѕепб х  4sentx Р arctg(sen x) 
12.10 
6 6 4 3 
1 а) € Хүр b) SE x Se X y ge 2x _sec2x |, 
6 6 4 6 2 
sec? 3x _ 1 
d) — + = шјсовзх|+к е) 33/secx +k 
3 
Р —In|cos x| + L 2 = +k g) tg x Tk 
sec^ x  ásectx 
sec? 3x 05 х tgx 
+k i) Ll S C +tgx—x+k 
15 Ax Ee ue s 
cana 
Л Bee хївх | 3s Эр EAER 
4 8 8 
3. а) emen x eot. inbosez x cong alt k 
— 1 
b) EE + Inloseo x + cotg i+ k 
-2 3 
c) 08 X e cotgx+x+k 
12.11 
1 2 + sen x 42 gl-lt42 
1. r (Bisa) 2, DEI аар 
4 2 — sen x 2 te -1-42 


3. 2[In(1+c0sx)-cosx]+k 4. 
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Inl2secx+31+k 


623 
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2tg Z +1 
1 т т 2 2 
5. toe + Jes ( + Ju 6. arc tj +k 
2 хте) WT. Bo ай 
CAPÍTULO 13 
13.1 
267 217 157 2242 4л 
1 b 
a) 3 ) P ) 2 d) 3 e) 3 
172 2л 42-1 44n 287 
ыш шоо hb) 4 13 
5 5 9 3 ) Ч 3 | Do, К, 
DE m) 4r 
2 
132 
е2 +1 7687 97 a(a — 
1 b M 
) dl 2 | ) 7 с) 2] d) e) > 
497 E 887 
RIEN y —— 
f 5 8) ) 5 
376 416 т 3m Sr 
2. — —— Z (302 — = БЕШ 
а My as e) (321) 4) 120856 
133 
fh 3 
Lp 2% 31 ¿£ 
3 3 12 4 
13.4 
1. а Ste? +4-e?] b) атк? 
E fa iy 5 fL. m 
e) + [2 -ш(0- 0) d) 27477 -545] 
13.5 
2 10 1442: 
1. а) 5(242 -1 b)— олж 414 el – 42 +n — —— 
p. e y edea 
1 2443 1 
а) —|243 — 42 + In — l(e-e! 
pipe ы el 4t #1) 


pitc4-2 e| 
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2. 2 + in(2+/5)] (0) b 
13.6 


1. a) 5 b 442—2 c) 4 d) 02+) e) (е –1) 


2. 2 [245 +102+45)](m) 


13.7 n) 5 0) 


1. a) b) : E 
| E 
0 1 
4 


2.4) p = tg20 b) p = sen? 0 
e) d) 


| ' 

e D | і 
Tía I | 

1 1 

-1 I 

L 

1 


g) 
3025 pi gt gE 
: 2 2 4 
л К 3 
4. a) área= [3 (2 — cos 0? do + |, (1+ cos 0)? do= E — 3⁄3. 
z 2 
D 
л-2 943 42 8r 743 
b £— 1л- 4)1- 2 
) 9 2 01-2 975772 
1 1 
A Ї ө? 46-1 Í ө а6= 1 
2% 2 Jo 15 
л 
1 [6 2 1+2 
| [2 sen 26 — tg 26] 40== 
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13.8 


13.9 


aed +ущж+ fn? +1) 
4p - em) 
4 

43 

a 28 fed] 
55 8 

3 3 


42 4 2 
m E Буз е 
a) (53) ) E зл) 


4 3/2 -n (v42 +1) | eta) 
2. , b) | 0, — 0, = 
с (o j ! | 1642 +16 In (42 +1) 9 Me — e 1) 
5. a) 41? b) 21? 
Яс 
5 2087 
7. a) (0.5) b) asi 
8. 242 л? 


27 


11. Os volumes em torno dos eixos х e у são iguais: V, = V, = 0 —13) = 


12. 


13. 


14. 


147 „А área é Z (22-12)- 3л . Portanto, xç = Ye = 2 (Compare 
4 4 9л 


3 
esta solugáo com a do Exemplo 4.) 
Pela simetria da figura, x, = 0; ye = Ya . Como área = 7 e 
2л área 


1 1 
v == [ y? dion] (4:24:2)4 E анау ыб: 
-I 0 3 37 


2R senó 
= ey, 
30 


Sejam y), Улс € Ус as ordenadas dos centros de massa de Ay, A e A, 


Е 2R(1— соѕ0) 


onde 6 = arctg G. 
c 38 g 


Xe 


Vix e - Vox 
a Ус = . 
2n(áreaA) 2t (áreaA; ) 
iesu yic(áreaAj) + y, (áreado) _ — Vx 
хи áreaA; + áreaA2 2n(áreaA) ` 


respectivamente. Então, у: = Segue 
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3 19 
15. Key ат 
16, Fazendo и = 1 + х,тезша 0 = и = 4 е 0 =y = 0 Área = 64/3; у, = ET 
5 
e V, = 1287. Portanto, u, = 3 = 24 
y 2 Qu. = € Yo =- -Segue que x, -2ey, = —. 
CAPÍTULO 14 
14.2 
a), Б), с), f) 
a)x(n-—1loux(t) = —1 b)x(n-0 с) у(х) = —1 
d) Nào há e)x() = 1 Dxt)=0,1>0 
14.3 
x()=0 2. x()=00ux()=1 
Não há 4. Nào há 
Nào há 6. x(0 = loux(0 --1 
14.5 
2 
vm -1 
а) x=ke2 b =0 - 
)yQ) = 0 ou у(х) UE 
с) y= +x+k дфут(у- Ke 2 + 10 
e) х=? +k Dy=kx 
2t 
D= -lou х()= КЕ вуу=ш(х+® 
1— ke?! 
5 1 
Dv = 0ou v ) = Dx=tlnt-t+k 
1 — ke! 


2 
Dy =g nk), -2 < n r < — m) saei) 


2 


2 
р) y = arc tg (z + k) D хас [£1 
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Mey=i+k Т«у«Л ауто е <уст Т 


resulta: tg (y — т) = x + k ou y = т + arc tg (х + k) 


2 _ 2 (ke! —1) 
IAEA a 
264 
Dw-clnlvl wx() = -20 х (e LET 
(1 2 
а) у= а ——x byo -2x€ER 
Le 
1 6 — 2e** 
c) y= dy y=2 42 
AE Ит et 
1 
Y үх +1 
: 9 dx _ 
A queda do corpo é regida pela equagáo m uj = mg — avou 
t 


10 = = 100 — ау e sabe-se que у (0) = Oe v (1) = 8. Tem-se: 
t 


at ЇЕ 
TEE ОСЕБ 10) 
[14 


у= xel 7 * (veja: a reta tangente em (x, y) tem equação Y — y- 2 (X= 


paraX=0,Y=xy.defay у= - х ор Y, 
ах dx x 
y= ae 
4700 a 
35  -— 
у) = 100 са, sendo а a raiz да equagáo 
a 4700 a 
l+e 35 
4700 a 
guo eco 
a 4700 « 
1+е 35 


y= 2x (vei o coeficiente angular da reta tangente à curva no ponto (x, y) 


10. 


11. 


12. 


14.6 
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é dy = к a equação diferencial associada ao problema é, então, 
dx 2y 

dr. s 2) 

dx * 

у= +5. 


хэлэ ВЭЭ Doy e AC 
y 


x = In k | y l; observe que y (x) = 0, x > 0, e y (x) = 0, x < 0 são também 
22 
solugóes 


Sugestão: Faça u = a 


x 


ajx=ke "+2 b) хав e) x = ke 005! 
dx=h+? ej)y=ke *+х—1 AT=ke 3 


в) x= ke! -L (sen r + cos D h) у= ke ?* +5 (cos 2x + sen 2x) 
= 1-х 
Р = fer nx D > =k 
Dy = ке Dy EA 
Fm E 
а) Q = ke RC b)Q-ke RC + CE 


-R 
i(p- Er. d 
R 
7N 
r=80(5) +20 
8 


a) C (p) = Суе 8! b) 8,3287% am. 


C (0 = 20.000 - 3! л, 1012 _ пов = 17 anos 


93-182 


х= >. (е% - р onde aio 
a 3 


1 
y=x+— 
x 
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CAPÍTULO 15 


15.1 
3. Aplique o teorema de Rolle ah (х) = 700 
g(x) 
6. Verifique que o valor máximo de f nào pode ser estritamente positivo e o va- 
lor mínimo estritamente negativo. (Veja: se o valor máximo f (x4) fosse estri- 
tamente positivo teríamos хү em Ja, b[, logo, f' (x4) = O; seguiria, então, 


f" (xp =f' (1-4 


15.2 
1. Quaisquer que sejam хе y em /, com x = y, f será contínua no intervalo fechado 
de extremo x e y é derivável no intervalo aberto de mesmos extremos, entáo, pelo 
TVM, existe x no intervalo aberto de extremo x e y tal que 
Ро) — fQ) = f' (X) (x — y). Da hipótese | f” (x) | m no intervalo de T, segue 
IO —f0)1=<M lx — yl 
5. a)0e4 b) Não 
6. Suponha que x, e xz, x, * x, Sejam pontos fixos e aplique о ТУМ 
CAPÍTULO 16 
16.1 
1 1 
1. ый з ы. Бух e) da 8) 
di+x e) b) fl-x 
2. а) 2.00025; 1,/4,001 — 2,000251 = 1077 
b) 2,000025; 15/32,002. — 2,0000251 = 107° 
€) 0,02; | sen 0,02 — 0,02 i = 107? 
d) 1,001; 14999! — 1,001 | = 1075 
e) 1; I cos 0,01 — 1 1 = 1074 
Р —0,01; 1 1n 0,99 — (0,01) | = 1074 
16.2 


1. Die IPIE да++к-0-у-1? 


2 
dix Iria) 0-0 Рх 01-5 


2. а) 0,255;11һ1,3 — 02551 < 1072 (Utilizamos о polinómio de Taylor de ог- 
dem 2 de In хет volta de xy = 1.) 


16.3 
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b) 2,02484; 14,1 — 2,024841 = 1075 

€) 1,97484; 193,9 — 1,974841 = 1075 (Utilizamos o polinómio de Taylor de 
ordem 2 em volta de x; = 4 de үх.) 

d) Utilize o polinômio de Taylor de 3/x , de ordem 2, em volta de xy = 8. 

f) 0.1; 1sen0,1 — 0,11 107°. 

a) 0 b) + = 

x? xt 


+ b)i- + 
3 s 204 


e) olaa ADO Du 


РОО РОСТРО ТИТ ЖОЛОК РИНЕН 
aso 1) je D Tat 1) 2435 D Tig D 
e) a Do, e T 2) зү са Mar юе Эа, 

— De Do 0 us 


O polinômio de Taylor de ordem n + 1, de sen x em volta de хо = 0, é (n 
ímpar) 


5 aml. n 


х-#-+—-..(-1) 2 2. Assim 
n: 


+, 2-1 ya | fard (р 
= Due peu Ze, i 2 3$. |24 MJ Ау 
шан [ э Ту 709? а ara * 


Como 170 + 2 (х) < 1 (por qué?), segue a desigualdade 


Pelo exercício anterior 


1,1 11 1 
1-11---4---2.(-1 2 – | . Basta determinar л, 
x | ats 70935 ETT 
por tentativas, de modo que 1 — «1073 
(n + 2) 


No Exercício 2, substitua x por x, assim 
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6 10 BIS OH 2n+4 
sen 3? =| 32 - E LED zT ese 
3! 5! п! | {п + 2)! 
йз 104 x5 a-l n 1 y2n+4 
- -L ln? dis | шиг 
E 2 Ї Цин EUA кэ WEET 
1 y2nt4 l : 
Сошо - - , basta determinar n, por tentativas, 
0 (n+2M (2n + 5)(п + 2)! 
de modo que M DE 1073 


(2n + 5)(п + 2)! 
6. Verifique que 


2n qt 


(Qn +1)! 


= 


2 4 6 
Ai EA SE Lys 2 
cos x Ї 2 + Ут Е +.+ (= 1) Ол 


Para x fixo, faça n tender a +% 
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